RELAZIONE intorno alla Memoria di Guino CASTELNUOVO:
Ricerche generali sopra i sistemi lineari di cwrve piame.

— b

I sistemi lineari di curve piane costituiscono uno fra gli ar-
gomenti di ricerche geometriche ecui ripetutamente si & rivolta in
questi ultimi anni 1'attenzione dei geometri d'ltalia: del paese
ciod al quale la scienza era gid debitrice della teoria generale
delle corrispondenze piane birazionali, vale a dire delle retiggma-~
loidiche di curve piane. In hbreve tempo son comparsi vari lavori
di BERTINI, CaporaLl, Guccla, Jung, MARTINETTI, ecc., nel quali
sono ottenuti parecchi nuovi risultati, generali o speciali, su quei
sistemi (*}. B veramente lo studio dei sistemi lineari di curve piane
& degno che ad esso si rivolgano i geometri, poich? la sua im-
portanza & notevole, sia che lo s consideri in se stesso, sia che
si badi alle sue applicazioni. Si pensi in fatti: che lo studio delle
superficie, semplici o multiple, rappresentabili univocamente sul
piano, ed in particolare lo studio dei piani multipli rappresentabili
su un piano semplice, si riducono a ricerche intorno al sistema
lineare rappresentativo. Che dall’esame delle rappresentazioni piane
di una superficie razionale si trae la costruzione delle corrispon-

(%) Pel confronto di questi ed altri risultati fra loro e con quelli conte—
nuti nella Memoria che esaminiamo, rimandiamo a gquesta e particolarmente
al cenno storico sui sistemi lineari che si trova nell’ [ntroduzione.
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denze birazionali fra due spazi. Che lostudio delle involuzioni piane
nel senso pilt generale, cioé dei raggruppamenti dei punti del
piano in gruppi di wm, tali che ogni punto del piano stia in un
sol gruppo, si pud far dipendere in infiniti modi- (ad esempio
vicorrendo ad una superficie sui cui punti si rappresentino
univocamente i gruppi dell’involuzione) da quello di particolari
sistemi lineari di curve piane, tali che tutte le curve passanti
per un punto qualunque del piano passino in conseguenza per i
p.— 1 associati. Ece., ecc.

Quando di una varietd algebrica si studiano quelle proprieta
che non mutano trasformando birazionalmente la varietd stessa,
si fa quella che ora si suol chiamare la g Jﬂﬂhu‘.ﬂr!f& sulla varieta.
La geowelria sulla relta (punteggiata) coincide con la geometria
projettiva della retta stessa: non cosl la geomelria su una curva
qualungque di genere p, ndé la geometria sul pigno. Quelle pro-
prieta dei sistemi lineari di curve piane che sono invariabili per
trasformazioni Cremoniane appartengono appunto alla geometria
sul piano. Esse serviranno d'introduzicene allo studio delle serie
lineari di curve sopra wna superficie qualunqgue fatto nel senso
della geometria su una superficie: studio che non & ancora avviato.

Ora allorquando i sistemi lineari di curve piane vengono stu-
diati secondo quest'indirizzo, si ha nelle trasformazioni birazionali
del piano uno strumento per semplificarli; e considerando come
equivalenti quei sistemi che cosi si posson trasformare gli uni
negli altri, nasce la questione di ridurre tutti i sistemi a dati
tipi. Appunto di essa, per i sistemi di un dato genere p, si sono
occupati aleuni fra gli scienziati italiani ricordati. Ma il CAsTEL-
NUOVO, in questa Memoria si pone problemi di un’altra natura;

“e si basa sopra un concetto che, per quanto spontaneo possa
sembrare, non era ancora stato applicato in queste ricerche con
quell’ampiezza che era necessaria per rivelarne tutta la feconditd.
Vogliam dire l'uso della geometria sulla curva, ed in particolare
delle serie lineari di gruppi di punti sopra la curva, delle curve
aggiunte di questa, ece.: di quelle nozioni insomma che, intro-
dotte nella scienza da Riemany, CLEBscH ed altri, hanno poi tro-
vato in un notissimo lavoro di BriLL e NorHer il loro assetto
definitivo. Hra ben naturale che queste cose dovessero aiutare gran-
demente le ricerche sui sistemi lineari di curve piane. 11 CiSTEL=
xvovo, che gia aveva dimostrato, in alcuni scritti accolti dallu
nostra Accademia nei suoi Aft/, di possedere a fondo quelle pro-
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prietd di geometria sulla curva; e che in altre due Note se n’era
gid valso utilmente pei sistemi lineari, sia determinando tutti quelli
che si compongono di curve iperellittiche, sia mostrando quali sono
quei sistemi di genere-p che hamno la wmassima dimensione (¥);
giunge nella Memoria su cul riferiamo, a tutta una serie di ri-
sultati della massima generalitd ed importanza, basandosi appunto
st quel concetti.

La Memoria & divisa in due capitoli. Il 1" studia i sistemi
lineari di curve C d'ordine # che vengono determinati assegnando
le multiplicitd (wirfwali) v, v,,.. con cul queste curve passano
per i punti a,, a,,... (comunqgue collocati, distinti od infinita-
mente vicini) di un dafo grappo A. In conseguenza di queste
condizioni la ecurva generica C del sistema pud venir ad avere
in gualche punto di A una multiplicitd superiore alla data, sieché
i numeri v possono differire dalle multiplicitd effeftive che € avra
nei punti di A. Pud accadere che uno stesso sistema linedre d'or-
dine # si possa determinare secondo quel concetto in pitt modi,
con diverse scelte per A e per le v. Bisogna dunque riferive sempre
le proprietd dei sistemi lineari contenute in questo Cap.® ad un
gruppo A e ¥ ben fissato: esse sono proprietd relative a questo
grappo. Quando poinel 2° Cap.” si studieranno le proprietd asso-
lute dei sistemi lineari determinati dai punti base, basterd pren-
dere per A il gruppo di tutti 1 punti comuni alle curve del si-
stema e per multiplicitd v quelle effsttive della curva generica.
Ma le ipotesi piti generali che su A e le v si fanno nel Cap® 1°
non hanno un mero scopo di generalizzazione: esse sono addirit-
tura necessarie per ottenere risultati che =i possano anche appli-
care alle curve fondameniali, od alle aggiunte pure, od a curve
particolari del sistema, poiche quella scelta speciale di A fatta
in relazione col sistema (o meglio con le sue curve generiche)-
non avrebbe pitt rapporti analoghi con quelle curve.

Al sistema dato spettano i seguenti caraffers rispetio ad A .

La dimensione virtuale k:% (-3 — Zaow ok 1), che

(*) 1L visultato ootevole ¢ha in questa seconda Nota aveva oltenuto, egli
generalizza alla fine della presente Memoria seguendo un metodo affatte di-
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pud essere minore della dimensione effettivn L del sistema (in
tal caso il sistema si divd sorrablondante) : la diffevenza L — I
& la sovrabbondanza del sistema; essa & nulla solo guando il si-
stema & regolare, ciod tale che le condizioni imposte da A sono tutte
indipendenti. Il grado (secondo Juxe) del sistema, ciodé D = n® — 3y?
(nozione che poi si generalizza coll’espressione n'n” — Zu'v" pel nu-
mero delle infersezioni rispetto ad A di due curve qualunque).
Il genere effettivo ed il genere wirtvale (sempre rispetto ad A),
definiti da p=17"-+1.p=Kk + 1, oveX'e K indicanole dimensioni
effettiva e virtuale, del sistema linearve [C'] costituito dalle curee
aggiunte (sottint. d'ordine n — 3) rispeffo ad A delle C. Fra
questi caratteri (che si possono riferire anche ad una sola curva
in rapporto con un dato gruppo A) passano alcune relazioni, fra
enila D=k 4+ p— 1. Si dimostra poi che essi non mutano quando
s1 eseguisee una trasformazione birazionale qualungue del piano
purché allora si definisca convenientemente il gruppo, trasformato
di A, al quale si riferisce il sistema lineare trasformato di [C}
Cio permette di supporre nel seguito che A si componga di punti
tutti distinti.

Data una curva irriduttibile C, assumendo per multiplicitd vir-
tuali guelle effettive dei punti di A, si oftiene uno stesso valore
pei generi effettivo e virtuale: e la considerazione delle curve ag-
giuate rispetto ad A (di ogni ordine) conduce a definire su C
delle serie lineari di gruppi di punts rispetto ad A per le quali
hanno luogo certe proprietd (alecune delle guali, sotto ipotesi pin
generali, furono gia consi lerate dal Norueg) perfettamente analoghe
a proprietd note delle serie segate dalle ordinarie curve aggiunte
{in luogo del genere ordinario si ha solo da mettere 'attuale genere
rispetto 'ad A). Ad esempio si ha che se la curva generica del
sistema lineare [C] & irriduttibile, la serie gf ' (rispetto ad A)
che su essa vien segata dalle altre curve del sistema & complefa.

Segne lo studio dei caratteri nel ecaso che la curva C sia
composta. Qui per ottenere risultati generali occorre la nozione
di curva connessa (vispetto ad A). clodé di curva composta tale
che ecinscuna delle sue componenti (irviduttibile o no) abbia collu
componente complementare infiniti punti comuni. od almeno un
punto d'intersezione rispetto ad A. 8i dimostra ad esempio che
la curva & certo connessn se il genere effettive uguaglia il ge-
nere virtuale, e che viceversa gnesto fatto aceade sempre gquando
la curva © counessa (e priva di componenti multiple). Il gencre
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effettivo di una curva composta di due o pitt altre. il quale in
generale non & minore della somma dei generi effettivi di queste,
¢ appunto uguale a tal somma quando quelle parti nen hanno
a due a dne intersezioni rispetto ad A.

Il 2° Cap.® tratta dei sistemi lineari determinati dai punti
base e nei quali la curva generica & irriduttibile. Scegliendo al-
lora A e le v nel modo particolare gid accennato, si ottengono
dalle cose generali che precedono. dei caratteri ussoluti k, &,
p{=Dp), D, e delle proprietd assolufe di un gstema [C]. Qui
la serie lineare completa g~ che sulla curva generica segata
dalle altre curve di [C] (serie carateristica del sistema) assume
una grande importanza. Essa & speciale o non speciale secondo
che il sistema & sovrabbondante o regolare: e da ¢id seguono
subito alcani wutili.corollari (ecosi, la sovrabbondanza del sistenin
non pud superare p—~A-+1; in un sistema lineare sovrabbon-
dante di curve iperellittiche il passaggio di una cwrva per un
punto arbitrario porta di conseguenza il passageio per un altro
punto determinato da quello ; ecc.). L’applicazione poi di note
proprietd delle serie lineari, e specialmente del teorema RiEmany-
Rocn, conduce al teorema seguente: « Se esiste un sistema co* *+°
d’ordine » le cni curve passano soltanto » — 1 velte per un punto
base »-plo « del sistema [C], ma si comportano come le C
negli altri punti base, ogni curva aggiunta (d'ordine n—3) a
[C] che passi per le intersezioni variabili di due curve di [ C]
ayrd un punto v-plo in a; e reciprocamente ece. »,

Indi si passa allo studio dei caratteri di due sistemi residud
rispetto a [C], ciod tali che ogni curva dell'uno insieme con
una curva dell’altro costituisce una curva di [C]: e delle curve
fondamentali, cioé delle curve (semplici o composte) che non
son segate fuori dei punti base dalla curva C generica. Si ot-
tiene la seguente proposizione: « il genere effettivo di una curva
fondamentale (cle ammetta un sistema residuo) non pud supe-
rare la sovrabbondanza del sistema, e se la uguaglia (e se inoltre
la. serie residua della serie caratteristica del sistema non ha punti
fissi), la curva fondamentale contiene ogni punto base del si-
stema » ; e varie altre relative ai cavatteri virtuali ed al grado
di una curva fondamentale, e non meno notevoli, ma che, per
non dilungarei troppo, ei asteniamo dal riferire. Riportiamo in-
vece 1 singolari risnltati a cui si giunge nelle applicazioni ai si-
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stemi soveabbondanti col minimo numero di punti hase: « Un
sistema lineare sovrabbondante ha almeno nove punti base; e
se ne ha precisamente nove esso dev essere necessariamente un
fascio di curve (ellittiche) d’ ordine 3¢ colla multiplicita +» in
ogni punto base ». « Ogni sistema lineare di genere p, 1l quale
sia determinato da nove d-i suoi punti base e possezoa tuttavia
altri punti base, pud sempee ridursi al tipo [a/”. .. af 0 )~" 0]
d'ordine 3p e dimensione effettiva p; 1 10 punti base giacciono
gopra una cubica fondamentale ».

Finalmente 1'A. si rivelge alla considerazions del sistema
agginnto a [C] e pin specialmente del sistema aggiunto pure
oof ' costituito dalle sole parti variabili delle curve aggiunte
di [Cl L'idea di wvalersi di questo elemento (invariabile per
trasformazioni birazionali) per lo studio del sistema lineare non
era stata ancora adoperata da altri; le applicazioni di grande
importanza che qui ne son fatte ne mostrano tutta la fecondita
o costituiscono un merito speciale di questa Memoria. Il sistema
agginnto puro [C'] di [C] non pud esser riduttibile se non
quando la O generica & iperellittica; ove sia riduttibile e & = p 4 1,
la curva generica di [C'] si spozzerd in p—1 carve razionali,
Si ottengono notevoli proposizioni (che servono poi per dimo-
strare l'ultimo teorema del lavoro) ecollegando il sistema ag-
giunto puro con la seriz linearve che sulla curva generica di [C |
& segata da tutte le rette del piano, ovvero dalle sole rette di
un fascio. Indi si dimostrano 1 teoremi seguenti: « Se la curva
generica del sistema aggiunto puro [C'] di genere virtuale (vi-
spetto al gruppo base di [C]) p' non forma parte di aleuna
curva di [C]. si hea k =2 p — p' — 1; mentre se il sistema
[C’] ammette un sistema residuo [C”] di dimensione virtuale k',
si ha k=2p—p + K" —-1». « Se k=p- 1, i sistema
aggiunto puro [C'] & regolare ed il suo gencre p° & inferiore
# — 1 », L'importanza del primo appare meglio dopo che si &
provato che k" = 9: si giunge cou cid alla relazione generale

alla quale fanno solo eccozione quei sistemi chie st possono tras-
formare nel sistema costituito da tutte le curve piane di un certo
ordine (per essi siha k= 2p — p’ + 8). Questo risultato ha un
grande valore e merita una speciale attenzione, Da esso si dedu-
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cono subito una serie di proposizioni importanti, la prima delle
quali era gid stata ottenuta dall'A. in un lavoro che abbiamo
ricordato. « Ogni sistema lineave la cui dimensione superi 3p + 5
si compone di curve wazionali: fatta eccezione pel sistema di
tutte le cubiche piane e pei suoi trasformati ». « Ogni sistema
lineare di dimensione = 2p+7, o & contenuto in uno dei si-
stemi anzidetti, oppure si compone di curve iperellittiche: fatta
eccezione pei sistemi trasformabili in quelli di tutte le quartiche
o di tutte le quintiche ». « Ogni sistema lineare la cui dimen-

3 B : i .
sione supert sp + 9, o  contenuto in uno dei precedenti, op-

pure si compone di curve contenenti una serie g'y; fatta ecce-
zione pei sistemi trasformabili in une di sestiche con un punto
base semplice al pit, ovvero nel sistema di tutte le curve del
7% ordine ». Il teorema generale di questa serie (nel quale si
trova anche un fatto che, per brevita, abbiamo omesso nel riferire
i casi particolari precedenti) viene enunciato cosi: « Un sisfema
lineare di genere p lo eui dimensione k soddisfi alla relasione

F=(p+2) (7 +2)

(b infero positivo) si puwd trasformare o in un sistemca di
curve d'ordine = 2w 4 1, ovvers in un sistema di curve di
un certo ordine M avente un punto base di molteplieita =M — o
e dimostrato per induzione completa, provando che esso vale pel
sistema primitivo se ha luogo pel sistema aggiunto puro. Esso
costituisce, come ognun vede, uno dei pitt generali ed importanti
acquisti che si potessero fare in questo campo.

Al sistema aggiunto puro si potrebbero collegare vari altri
problemi, aleuni dei quali ¢ trovano accennati nella prefazione,
Cosi esso pud dare delle proprietd caratteristiche dei sistemi
sovrabbondanti, le quali servano per costroivli. Ad esempio « se
in un sistema o<’ di genere p (non iperellittico) una tra le
condizioni imposte dai punti base & consegaenza delle rimanenti,
esiste una curva fondamentale di genere (virtuale = effettivo)
uno, la quale conticne tutti i punti base del sistema. » Cost
ancora il sistema aggiunto puro potra servire per lo studio dei
sistemi la cui curva generica contiene una serie speciale di ca-
ratteri dati, Esso di pure una classificazione dei sistemi lineari,

detd dolle R. Accademiz — Vol. XXVI. 41
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se si assumono come criteri di distinzione j generi deil succes-
sivi sistemi aggiunti puri. Ece.

Dal riassunto che ne abbiamo fatto emévee evidente senz'altre
considerazioni il valore di questa Memoria. Essa ha una grande
importanza sia pel risultati che essa contiene, sia per le vie che
apre e pei nuovi originali concetti, per gl'innumerevoli problemi
che essa addifa, e di cui prepara la soluzione. Essa merita di
“avere dall’Accademia una piena approvazione.

E. IV'Ovipro
C. SEcre, Relatore.

L’ Aceademico Segretario
GiuserPE Basso.



