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BECI 5
\ (Seentiende que se trata de médximos o minimos relativos,

f esto es, p. e. en el caso del minimo, de un valor x_ tal
que para todos los h bastahte pequefios en valor absoluto sea

£(x 'h)-E48d (x,) >O Fne 7o)
En lugar de dicha desigualdad poar a imponerse la menos res-
trictiva 5

f(x¢h)=-f(x ) < ¢ H

( en el primer caso se habla 33 un extremo propio, en el segun
| do impropio) .Ej-de minimo impropio:y=0 para x negativo o
nulo, y=x< para x positive o nulo '
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| 10 que CC?b moc,de.d9011.como con |otrias Obs ervociones.,
' ﬁonclﬁoro otre ivezl el ya p?inEO-problmmn &&2) de!p1~1;
| (superficiel dep frots cfidn de eres minina. Bete problema, fcomo
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si aéﬁicdéi,q | |
b)La_vupPrfmcle se deoco pone en l lak 10q dOS clrculos
P’Q" et - — 1 ' T 1 I
| En %ﬁrqg pﬂlubrms, 10 11n9° ghe unm P;Q'y ongendra la
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2], pero| domo, es |claro no|lpg b, porgue 1a linea correspon.
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blo al. plangear el problema en forma paremétriean o@uede 1o+
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OBSERVACION. El tratamicrnto de las pdginss anteriores se
ajusta @ la hipdtesis hechs sobre funciones admisibles

(al finel de p. 11). Si se toma unz clase mds #mplia de
funciones sdmisibles ,hay que modificar 1o dicho. Siapon-
gamos p. €. NO presuponer la existencia y continuidad de

f" , sino p. e. tan sblo 1la continuidad de f, f“en todo

el intervslo considerado.Se comprende que se necesitars

un poco més de cuidado , porque en la ecuacidén de Bulrr jus-
stamente fisurse f" ,que 2 priori no se sabe si existe. No
s0lo, sino que en la deduccidén hecha = propbésito de 1=
dltima fdérmula de p. 31, para avliesr el Lem=, hay que su
poner que la funcidn de x cue estd entre llaves(la cuzl
desempefiz el papel de 1la funcidn h(x) del Lems, cue en el
mismo se supone fumcidn continua) es continua, y luego owue
" 28880088086&& (que figura implicitemente en 4 [ ) es
continua. Sin entrsar en detalles, indico como!x . podrie
en el nuevo caso modificarse el tratamiento.

Pues bien, en las nueves hipdtesis, 2poyéndose sobre
otro Lema, &&&&8&&6£8%&& y 2lterando un poco el procedimien
to(p .e. se hscen hipotesis sobre * coherentes con el
nuevo punto de vista, y en la primera férmula de p. 31 se
eplica la integracidn por partes no y= =21 segundo, sino al
primer sumsndo) , se logre demosirar que existe una consten
te C tal que

En el segundo miembro , le funcidén integranda FV(X’y’y’)
BEEHEEELES &1 8EDES (record=r 1las hipbtesis hechas sobre T, f)
eg funcidn continus de x: luezo la integral puede derivar-
se respecto del 1imite superior.Por consi-uiente es deriva-
ble el segundo miembro, y por lo tanto también el nrimero.
Iuego podemos escribir

que es justamente la ecuzcién de Fuler en la forme (10) de
" ’ . 4 . . s 7

p. 27.Esto todavia no autorizaris z egcribir 1z ecuscion

de Euler en la forms dessrrollada de p. 29, pero también

esto podriz hecerse con =lgunas consideraciones ulteriores.
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OBSFRVACION.- En el ejemplo ome acabmmos de considerar 1la

F es wns funcidén de 1la sola y’ . Pumede considerarse como
casd ulteriormente particular de cada uno de los sicuientes
cesos particmleres:

1) F depende tan sélo de x,y.Entonces en ls ecuscidn
de Euler (10) p. 27 se tiene F nulo, y lue o 1la ecumcidn
de Eulsr se& escribe J

qd A

d
Fy,(x.qf , 7)) =& X (2)

siendo o wna constante arbitrzria. Por supmesto ls trems
formacién de 1ls ecmachfi de Euler en la (2) es ventajose,
porgwe la2 (2) es wns ecuzcidn de primer orden, y no ys de
segundo, asi que 21 escribir 1a ecw cidbn de Ewmler en 1la
forma (2) y2 se dibé wn psso hescia su integracién (Por
supuesto, al integrar (2) se introduice unz segunds cons-
tante arbitreria) .I2 (2) puede llamarse una intesrasl pri

=

&&& es decir

mera de le ecuscidn de Tuler. Sin embsrgo hay algo més.
1la integrscidn de la ec dif (2) es inmediata,porgue despe
jendo y” se tiene unez ecuscidn del tipo

/- \; / ’xl .\.) ’w

de la cual se dogrs de inmedisto la2 funcidn desconocids
y(x) medisnte una cuadratura

f
[} 8 { \
j: } el

(desde lu go con la cw draturs se introduce una 22 cans-
tante arbitraria)

2) F depende tan sblo de y,y .Tambied en este caso se
tiene una intecral primera de 12 ecuacidén de Fuler(como
se verd a p. 355

P-y P = X (29

con « const. srbitre¥ia.Y tembién shora la ec dif de 1
orden (29) se integra de inmedisto &8&He&§&HA® observando
gue el primer miembro contiene tan solo y,y , de modo que
despejando y “se tiene un= ecuacidén del tipo

J

de modo que
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¥ El resultado no deja de subsistir si los puntos 2 y 4,
POr casualidad estdn sobre uns mismse extremal del campo
Presenténdose entonces la figura

LYY,

& ‘I
i
U1
SNESSS R XN
Entonces 1losg puntos 3 y 5 coinciden entre si, y por &&&&&,L
gulente E
J(D,, )=0 f
(Dy5)

Iuego 12 Y tima f8rmyuls de p. 63 se reduce a f

TCog) = IO+ I8, )

es decir(por coincidir los puntos 3 y 5)

J(C = I(E -I(E
(Cop)= 1(B5; )-1(8,,)
O 'bien, expressndo la diferencia de integraleg que egtd g
en el segundo miembro, como una integral Unieca
T(Cpy )= I(8,, )
Por otra parte, por ser E uns €xtremal, de acuerdo con
el principio de P. 63 se tiene
I(E = J(E_.
( 24) ( 44)
de modo pues que
J(C24 )=J(E24)
1o que express que en &l caso prrticular encerado el valor
de J(024), independiente del camino, no deja de coincidir
con el valor perticular J(E24) aue se obtiene 21 tomar co

MmO camino el que en este C880 es brindado por 1= extremal &

n ’
\ - - I3 - ara en-—
E24 - Justamente en ests forms el teorema se aplicara den

tro de poco.
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duda de qgque pueda

meners siguiente. A) =2

del campo) de
cidir

B

4 I

la linea C

vendo que y =p(x,y) es una ec.dif
4

unecron

ecuncidn
con la pendiente
) Si a lo l=rgo de la
una

es

y (=

la

extre

ij
nge por M &0EhEEER,

integral ser nuls elimina de la
10 lergo de la linea C (no extremal
y=g(x) no puede constantemer
p.En efecto esto eguivale a
linea C constantemente y’
mal del mpo. B) demuestra
primer orden para
M ,la linea i
1la cugl es ur

se

5
es

se

oo
c

—

amos un punto M

6 puede ser digtints de 12 C gue en la hipdtesis de B) es
tambidén line: integral d¢ la misma ec. dif. Establecido sf
), si C po es una extremal del campo, exigte por 10 menos
punto de C en donde y es distintod de y luego E(y,y,m,f

Py ¥
=

g islmente positivo:por continuidad E se mantlene posi
. 2 . n : B o :
ivo en los puntos de C préximos a M, y 1 es posi
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las | catenarias (30) pasantes por P admiten una envolvente,
1a gqual- como es sabido- es el lugar de los puntos caracteristi-
cos de las catenarias que integran el siztema: recuerdo que pa
ra una curva del sistema se 1lama caracteristice cada uno de los
puntos que la misma tiene enm comin con una curva del sistema
jnfinitemente vecina (es decir posicién 1imite de un punto co-
cén a la curva considerada y 2 otra del sistema que, dentro del
mismo sistema, tienda a aquella), y que en un punto caracteristi
co (en cuanto sea un punto simple, como ahora seréd ciertamente
el caso) la curva del sistema es tangente a la envolvente. Como
es sabido para buscar el punto caracteristico de una curva (30),
jndividualizada por cierto valor del pardmetro ¢t B (mejor dicho
, para buscar los puntos caracteristicos de esa curva, debido a
gque a priori no estamos enterados de si habrd uno o mds; pero
en el caso actual efectivamente a posteriori resulta gue el pun
to caracteri{stico es Unico, si por supuesto prescindimos del
punto fijo P comin a todas las curvas del sistema), hay que for&
mar sistema de la ecuacién (30 ) con la lograda al derivar la mi:
ma con respecto a t.Si se hace efectivamente el cdlculo, resulta
como lo dije que ese punto caract. es dnico, y que puede lograr
se en base a la propiedad que 1as tangentes a la catenaria en P

Yy en el punto caracte. P’se cortan sobre

1= airectriz.(construccidn de Lindeldf):

U ) dado P, la tangente 2 la catenaria en P
\¥§§\\\‘_, /’;“ corta esa directriz en un pumto por el
“__‘_:i:>¢;_:_ cual, como es intuitive ¥y puede demonstra
= L se pasa una y una sola tangente ulterior

a la catenaria: su punto de conta cto es
83288888 i punto caract. P’buscado. EBEEAALRS s HLpalBE Como

=T

es intuitivo, si el punto P& esté sobre la rama des
12 catenaria, P‘estd sobre la ascendente&f

cendente de

Fijado el punto P ¥y la catenaria ahora considerada, el puntc
P’, caract. de la catenaria dentro del conjunto de las <3

catenarias (30) pasantes por P, 114mase también punto conjugado
de P sobre dicha catenaria. I= construccién de Lindeldf ensefia
que la relacibén entre dos puntos conjugados es reciproca.

Si se estudia més de cerca la envolvente (§, de las &
catenarias [(30) por P se ve gque es una curva, gesde luego si-
métriea con respecto a la vertical por P, 1la cual dirige su

concavidad hacia arriba (y corta la vertical por P en su &%x&&
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Sin detenerme én demoqtrarlo, me conformo con observar que
se treta de un cado andlogo al 51gu1entp, mis elemental.
Congsideremos el gisteme 5 de los circulos que pasan por
un punto P y son tengentes a uns recta fija g (envolvente
de los mismos).Los cdrculos del sistems Ef & cubren doble
mente el semiplano o ,limitado por g, en' el ‘cusl estd P,
en el sentido de que por un punto Q de dicho semiplano, dis
tinto® de P, pasen dos circulos del sistema (porcue &&%
para epcontrar un circulo del sistema que pase por Q es ‘1

v

.suficiente encontrar su punto de contacto M con g, y este

punto M puede determlnarse, de dos maneras dist 1ntqs' por
1a condicién I =HP.HQ,.si 1lamemos M el punto PQ.r'". Si
Q se toms sobre r, es claro cue se logrs un solo circulo, 4
y si Q se toma en el semiplano ppuesto a K , no hay nin- ||
gin circulo.

1)En el razonsmiento se &&@& presupone gue la recte PQ no
sea paralela a la g.FPero ain en el caso en gue PQ es perale
la a g se logrsn dos soluciones: una Qsté_brindada por

el circulo propicmente dicho gue pasa por P,Q ¥y el unto
donde && 1n mediatriz del segmento PQ corta la g; la otra
por la recta PQ Jjunto con la recta impropia(la cénica reduc:
tible que asi resulta, con punto doble en el pun+o impropio
de g, es un circulo porgue contiene los puntos ciclicos, ¥
corta la g en dos puntos confundidos 'en su punto 1mprop10)

<



interseccién con
la directriz r.

Por un punto si-

~ tuado por debajo

- de la no pasa
ninguna” de las

' eatenarias del

sdstema conside

>

rado, Por un pun-=

to que esté sobre
1la @ pasa Una, y por fin por un punto situado por arriba de
G%,(gistinto por supesyo de P ) Pasan dos.
BO&BEXDLLS

Por lo tanto si queremos hacer pasar una catenari

(29) por dos puntos P,Q, podremos fijarnos en el punto P y en
la correspondiente envolvends 6., si entonces tomamos Q mds
arriba de sexisten ciertamente dos catenarias que pasan
por los dos puntos P,Q.

1

4

as preClisamente rresulta 10 Srguliente. e

L 2 1as aos caterng-
A R K 1o f - N 1 e 3 c Pfoori ' s P
LA Gls 4 Ue o d var ulg " vO I COr1l Jugalu de &I
st L entre P v s mara 1a otr eath T el 1rco Pd(véase
Goba CILVI'C I ¥ Wy parad ia oivra bt I'd A€l aIXrCo &'\ & vEadose

figukage, donde 114mé a dichos puntos conjugados respectiva-
mente Pl y &9&&& P’). Pues bien,la segunda no puede brindar |
un minimo ,débido & que la misma no cumple con una condicién §
necesaria, de la cual todavia no nos hemos ocupado, y a la & @
cual voy a aludir brevemente més adelante: , la llamauda con— |
dicién de Jacobi , de acuerdec con- la cual, en el problema de
minimo relativo a la integral (2), si un arco PY de extremal
o« tiene gue brindar efectivamente una soluddfa del problema

de minimo, la misma no debe contener éndsu-dntendny ning&n
gunto de contacto de dicha extremal con la envolvente de las
extremales que pasan por P (en el caso actual con la G.) .

Queda por lo tanto por considerar una sola de las dos catena
rias( la indicada con 1dpiz colorado en la figura), gque llamo
¢.Ia cuesidn es la siguiente: gbrida ella un minimo relativo ?

Ia contestacién es afirmativa, en cuanto se logra efectiva
mente construir un campo de extremales al cual pertenece esa
catenaria C ,de la menera siguiente. Cuando sobre C un punto
se desplaza hacia la izquierda, lo mismo pasa de su conjugado
como es intuitivo.Tomo entonces un punto L un poco a la %zquier
da de P, pero no demasiado, de menera que su comjugado L,
que estar#ga la izquierda de P’, && esté todavia a la derecha
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7 Vi de Q.Las tangentes a ¢ en L,
V< 7 L°se cortan en un runto S§ de
/] / la directriz.El 4ngwle compren
: P A dido entre las dos semirectag
s V' SL, SL‘(prolomgadas’pon su-

N V) puesto indefinidamente mdg all
) ’ < de I, L") es una regién R pa:

2 7 la cual 1la catenaria ¢ efecti
vamente dajlucer a un minime
(es decir si parangonamos la m;
M@ con otras lineas interiores
a8 dicha regién R, estas dltimas
darfan lugar,al girar, a superficies de arega
mayor).« Para convencerse de lo dicho, es sufi
@iente averiguar que podemos cubrir la regién
R con un campo de extremales, del cual forme parte la C (por
que se aplica la consecuencia del teor gen de suficiencia con
siderada a p. 75.) Pues bien, transformo 1a C mediante lag
homotécias de centro S, de razén positivag. A1 variar la ra-
zén la C se lleva en curvas sémé jantes a la catenaria C, las
cuales son por lo tanto catenarias; 1a recta r(directriz) pasa
POr el centro de homotecia y €8s po consiguiente unida, de mane
Tra que las catenarias transformadas tienen la misma recta di-
rectris, y pertenecen por lo tanto al mismo sistema (29): por
fin si la razén ge la homotecia.es Positiva, lag catenariass
transformadas estardn POr arriba de la directiiz.
Si queremos averiguarlo anéliticamente, sea

2P 3
BALOUCCE

la ecuacién de 1a ¢, Yy sean SLLLARALRLBLELALEBE 8,0 1as
coordenadas del punto §. 8i 1laméoX,Y el corr. del punto :
Xy,¥Y en la homotecia,las ecuaciones de la misma son

donde k(razén) es positivo. Ia lines transformada de C en la
homotécia tiene ecuacidn
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minimo re
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se, y podris

R o T B R
soluto. Bl mismo

= P . e [y [
bien por la solucidn
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que amos WWWW
Z‘&WW cubren simplemente, toda R:

en efecto por un punto de R pasa una y una sola ecatenaria
del sistema(la lograda de C mediante la homotecia &&2ihadé
de centro S que deja corresponder ese punto con el punto de

¢ alineado con el mismo sobre s).
l1a ecuacién (31) del sistema de extremales logrado al va®d

riar k nos asegura que, con regpecto a ese prémetro el pri
mer miembro es funcién derivable cuantas veces queremosg.

Por fin, una recta interior a R l1levada por S corta a
1a catenaria C y por la misma razén a las demds logrades
de ella mediante las homotecia considerada en uno y un solo
punto, de modo que nos brinda la limea D a la cual nos refer:
mos en la definicién de campo de extremales a p. 55.

Tas extremales considerads constituyen por consiguiente

un campo, y la demostracién queda terminada.
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Afiado algunas consideraciones sobre la condicidn de
Jacobi, a la cual aludi{ a p. 8l. Empezaré dando rapidamente
una idea de la demostraciénm.

Sea G un areo de envolvente relativamente a las extremales
que pasan por un dado punto P.Considero dos de estas extrema-
les, préximas entre sf, que sean tangentes a G en los puntos
también préximos entre si 3 y 2.5022&%3%&%E Puesto P=0, sea
1 un punto de la extremal E , situado"mds alla" de 2, es de
cir tal que el arco de extremal E contenga en su interior
el punto 2 de contacto con la envolIvente G. Se trata de
hacer plausible gque ese arco no puede brindar un minimo relati
vamente a los puntos O yl .Para este objeto, considero las |
extremales por P que son tangentes a G en puntos del arco
G32 de la envolvente G comprendido entre 1los puntos 3 y 2, 1

admitiendo que pr un punto de la regién R que recubren pase
una sola de ellas, de manera que vienen a constituir un campo
D 4 de extremales: en cuanto a la linea D

420 = que aparece en nuestra definicidén del
?“\»-w\ / campo, puede substituirse sin incomvenien
| %™ 'fj»~aa‘i te por el punto O, el cual pertenece a
5T 1% ,\fJ T todas las extremales del campo. ‘Aplico
\\\?;Tf‘ entonces la férmula (B) p. 63, tomando
al | 1A en lugar de los arcos de extremales

‘23,....45 de entonces los arcos 8F 03,...02 del caso actual.
Ia linea D de la citada férmula

I(E,.)-&8 X(E,.)=J(D,.) J(c (B)
coincide en 1la gctualida53con 1ésenvolv3nte G (lugar de los
puntos 3,...2, asi como D era lugar de los puntos3,...,5);
mientras que la linea C de esa misma férmula, luger de los
puntos 2,...4 se reduce ahora al punto fijo O: por consi
guiente el término J(024) de la férmula(B),valor de una inte
gral correspondiente & un punto que se desplazaba sobre la
linea C desde 2 a 4 , ahora que ese punto queda fijo, se redu
ce a cero.logramos asi
I(Eoz) - I(E03)= J(G
También hay que recordar que

32 )
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siendo p la pendiente del campJ&Z1h&4;2a£§a22¢%tzagen%adnnﬂ
¥2lwsm la curva a la que la integral se refiere. .Esta curva
en el caso actual es envolvente de las extremales del campo
y luego tangente en cada punto a una extremal del campo: lue
g0 a lo largo de G dy-pdx=0 , § J se reduce a I (andlogamer
te a 1o que pasaba a p. 63, pero shora en condiciones distir
tas) .Tenemos luego J(G 2) I(G32), y de la dltima férmula
despejamos por lo tant3 !

Por consiguiente, si considero la integral I(E 1), y la
descompongo en dos,de acuerdo con

I(E ) = I(E ) I(E )
reemplazando ?uego el primer siumando del segundo miembro
de acuerdo con la férmula anterior, logro
veo que la integral I calculada a lo largo de la extremal
Eo tiene® el mismo valor que la suma de la misma integral
caiculada a lo largo de tres arcos:

Es3 » G3p 9By

de los cuales el primero y el tercero pertenecen a arcos

de extremales; $&&4d el segundo pertenece a una kinea

que es envolvente de extremales por el punto O, pero gene-

ralmente NO resulta ella misma una extremal. Esto quiere de
eir que existen otros arcos C que unen los puntos 3 y 2,

préximos al arco G32 tales qué

1(03g I(G32).

i v e B e Eol con el resultante del conjun
to delﬁz&E , este dltimo arco da por lo tanto un va
lor de 93 al Lpenor deI(E.,). Podr{a objectarse que

el nuevo arco && tiene puntos &g&&&&&b&&& en los cuales

dejan de ser satisfechas nuestras condiciones de admisibili
dad de la funcién f(x) , como las fijamos a p. 11, fin: sin
embargo el inconveniente puede salvarse con pequefias variac:
nes && en proximidad de los puntos 3 y 2 aptas a reestablece
existencia y continuidad de lasderivadas primera y segunda.
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Afiado pocas consideraciones ulteriores sobre la cond. de Jacol
bi.- En el probl. de la distencia minima de dos pntos P,Q, 1a |
misma no se presenta(dado que las rectss por P no dan lugar a |
una envolvente propiamente dicha), y efectivamente sobre una
dada recta por P, por lejos que tome el punto Q siempre el 4
segmento PQ brinda && el &fa&4d arco minimo entre P y Q.
Observo gue la cond. necesaria contenida en el cumplirse
de la ecuacién de Buler se refiere Yndcamente a una linea
que tenga que brindar un minimo, ni en ella intervienen pun
tos del plano fuera de la 1inea.En cambio las cond. %ﬁvsgﬁic.
que conocemos hacen intervenir un campo de extremales, y por
lo tanto toda una regién del planoc a 1a cual 1a linea que debe
brindar el &% minimo pertenece. Ia condddidn necesaria de Ja
cobi pertemece al primer omden de ideas, en cuanto es una con
dicidén que debe verificarse sobre una dada extremal, .sin-gue
1 NEZer ~ pan 7
Afiado dos ejemplos, aunque correspondan a casos un poco dis
tintos de los que hasta ahora tratamos, en los cuales la inter
vencién de la condicién de Jacobi toms un aspecto intuitivo.
1)En la segunda parte del curso estudiaremos la nocidn de
las lineas geodésicas de uns superficie 5 : es una nociém gue
se plantea en base al problema de unir dos puntos P,Q dados
sobre la superficie S, mediante una linea trazads sobre 1a
misma superficie S, fia cual brince el recorrido minimo entre
P,Q. Las 1{meas as{ lograda son precisamente las geodésicas
de la superficie.Veremos en esa oportunidad que el problems
de las geodésicas es efectivamente un problems del tipo qué se
estudia en el cdlculo de las variaciones Pues bien, fijémonos
én el caso en gque S es una esfera: las geodésicas son entonces
los circulos méximos .Mejor dicho, las circulos méximos desem-
pefiam el papel de las lineas extremales. Si tomo dos puntos
P,Q(no dismetralmente opuestos), Y quiero el cdmino minimo
que los une, empiezo considerando el c{rculo méximo que pasa
por ellos (el cual existe y es ¥nico: interseccién de 1a sup.
esférica con el rlano por P,Q y el centro) .Sobre este ci{reculo |
tenemos dos arcos PQ, uno menor y el otro mayor de la semicir&ﬁ
cunferencia.Por supuesto no puede ser si no el primero que brir
da el minimo.Pues bien, en ésto podemos ver 1s intervencién
de la condicidén de Jacobi. Si me fijo en el punto P y consi
@ero las extremales(circulos méximos) que pasan por P, sobre
cada una de ella el "punto caracteristico " es el punto diame
tralmente opuesto a P, P"( debido a que todas las exteemales
POT P pasan por P’).Ia condicién de Jacobi nos dice que el arc

3.

Qe Q8 ®
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co de circulo méximo PQ que brinda el mf
: nimo no debe contener el wnto P" &, 1o
'~( - que coincide con lo dicho anteriormente.

2) Considero una linea L y un punto
_ 0: se trata de Dbuscar un arco . que
WY una O con un conveniente punto 1 de la

linea I de manera que el camino resmiite
el mfnimo posible. m%%%b‘
1R A iame olon s 208 AL eersom ahora dg naturaleza

distinta con respecto a los problemas anteriores: no se trzta
ahora de unir dos puntos P,Q ambos conocidos, sino P conocido
con Q desconocido sobre una dada 1fnea L. Sin embargo siempre
se trata de minimizar ciersa integral del tipo que bien conoel
mos. El problema tiene naturaleza particularmente elementar |
por la razén siguiente: si, siendo 1 un punto interior al !
arco de 1inea L que se considera, el arco que brinda el
camino minimo no fuera rectilineo, podriamos mmemplazarlo por
el segmento rectilineo 01, gue brindaria un recorrido mis brez
.Por consiguiente los arcos 0l se reducen necesariasmente a
segmentos. Tenemos por lo tanto también ahora , un sistema
de 1lineas a lo largo de las cuales, cualquier sean el punto
O y la linea L tienen gue desarrollarse los caminos minimoj
ese sistema coincide obviamente con el de las rectas. las rec
tas desempeﬁan} por lo tanto el papel de extremales.

Una cond#¢ifin necesaria &&& flara que el segmento 01 brii
de un minimo(por lo menos relativo) consiste en que en el pun
to 1(interior al arco L considerado) la recta Ol sea normal
a la 1inea L.En efecto si, alrededor del punto 1 representa-—
mos la lfnea I con una ecuacién

, y=y(x)
e indicamos con x _,y_ 1las coordenadas de O, se tmata de mini
mizar la funcién de la varisble x

o

1o gque brinda la condicién necesaria que la derivada de dicha
funcién se anule
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Iz condicién obtenida expfg;a que la tangente a L en el

punto 1(la cual tiene coef. angular dy/dx) y la recta 01
1a eual tiene coef. ang.(y-y )/(x-x )
cumplen con la condicidn de Perpendl
cularided. Vemos asi entretanto que
para buscar el camino minimo entre O
y 1a 1inea L habré que desplazarse
a lo largo de una recta normal a L
llevada por el punto O.

LR - eY 2o BB B e B B S L QR ABBRETRE
&l&&l&&&&&t&&&&&d&@pe&&&&&&&&&&&i&&&h
b TV LT 0 3 '

Pouemo= decir que en el problema actual las condiciones a
10s limites de los casos ahteriores se encuentran reempla
zadas una por 1la que la extremal buscada tiene gue pasar
por el punto comocido O , ¥ la otrs por la gue dicha recta
extremal tiene gue cortar a dngulo recto la L.

Sin embargo, hay que tener en cuenta otra condicién ne
cesaria. Recuerde que una linea plana 242008 00852883688 L
tiene una evoluta M, la cual se define como envolvente de
1as normales de L .ER&2A&LL66&HEZEE También puede decirse que
1a evoluta es el lugar de los centros de curvatura de la L
en sus varios puntos. En el caso particular en que la L es
un circulo 1z & evoluta se recuce a un punto, el centro del
eirculojpero generalmente se trata de una linea propiamen-
te dicha. Dada la M, una curva L que tenga M como evoluta
114mase evolventede la M .Ia M no tiene una sola, sino
evolventes, las cucles pueden lograrse con la constmeccidn
giguiente.Dedo ur arco de la curva M(sin puntos singulares)
(SPars imaginemos un hilo tendido a lo larg

3 del mismo, con un extremo en un pun
to P:si lo desenvuelvo manteniendo

5T o ¥ ZsuwbGe st k

Yomgitnd 4elAfilp) el otro extremo
H Q del hilo recorre un arco de una

@s,% evolvente (Si mentengo el mismo P, ¥

varic 1z longitud del hilo, logro varias evolventes).Se tra

ta de la meterializacién de la propieded siguiente: si P,FP;

16 &7

son dos puntos de la evoluta, ¥y Q,Ql sus correspondientes de
una evelvente, se tiene: [
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Tuego, &i tomo el punto O sobre la recta FQ , ¥ 1=Q, de mane-
ra que P quede entre O gy 1, el segmento Ol, que pasa por &8s
el punto O y es normal a la L en el punto 1 no puede dar lu-
gar a un minimo, ni siquiera relativo, porque substituyendo

el arco PP’ po su cuerda, que es meno®, tenemos
9
segm. PQ - segm.PPl 4+ gegm PlQl

y la quebrada PPlQ (que puedo tomsr tan cerca como se quiera

del segmento PQ) b%indaria un recorrido menor desde el punto

P 2 1la 1inea L. Vemos asi que, co o condicién mecesaria para

gue ufin segmento Ol que pasa por el punto O y es norlal a

lza L en el punto 1 brinde un recorrido minimo, ese segmento

no debe contener en su interior un punto de contacto con la

evoluta de la linea L . '

»eesid8& P. e. para indicar un ejemplo muy sencillo, si tomo

como linea I una circunferencia.y un punti
P=0,1la recta que une este punto con el ce:
tro es normal a L en dos puntos.Es sesbido

/') I \\\,
‘ : que en este caso el camino mimimo es el
v &f PQ, donde llamo Q a ese punto de los dos
] logrados , que deja el centro afuera del

segmento PQ: el otro no brinda un minimo.
&&%%aR&2& Y como el centro del circulo substituye ahora la evo
luta, es claro que se trata de un caso particular de las consi
deraciones generales que preceden. -Volviendo al caso general
1a consideracién que desarrollé estd muy cerca de la condicidn
de Jacobi.En efecto ,en esta se consideraba la envolvente G
de las extremales que pasaban por uno de los dos puntos fijos
prefijados, etc. Bn el caso actual una de la condikcién a los
1{mites consiste en que las rectas extremales sean normales a
la 1.Si tomemos esta dnica condicidén a los limites, se origina
un conjunto 0O de extremales: las rectas normales a L.Su en
volvente (que substituye la G de las péginas anteriores) es la
evoluta M, le cusl desempefla por lo tanto el papel de aquella
G. Entonces se trata efectivamente de la condicién de Jacobi

llevada al caso actusal.
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Antes de pasar a estudiar algunos otros tipos de problemas
de cdlculip de las variaciones, gmwataré de aclarar porqué la
bisqueda de condiciones suficientes da lugar a complicaciones
81 reflexiona oe sobre el procedimien'o que nosllevd a la
ecuacién de Euler(p.19 y siguientes) vemos que la misma se lo-
gré al tremsformer la condicidn del anularse de la variacién
primera :. . = ¢, la cual expresaba la estacionsriedsd de
I . En substencia, para lleger a2 esta condicién necesaria,
habiamos reducido nuestro problema de cdlculo de las variacio-
nes a otro de minimo de una funcién de unsa variable, al consi-

derar(después de fijada la funcién la& integralés
como funcidén&& de la variable =t | .Impusimos entonces

I (32)
¥y obtuvimos entonces N ] . Se presentaria por lo tanto
espontdneo el siguiente procedimiento para lograr condiciones
suficientes.Para la funcidén < | ° »81 queremos gue se minimice
para © es suficienteimponer, ademés que (32) la

es decir = Se -1
1A )'

I

Si en lugar de 1la derivada sesunda consideramos la diferencial
segunda, es decir esa derivads multiplicada por s hay gque
escribir que esa diferencial segunda es positiva.Y,como ya lla-
mamos variacién a la 4 ferencial con respecto a la varbable
siguiendo con el simbolo para las variaciones, la condicifin
anterior se escribe

(32}

(variacibén segunda de la integral positive) . Serfamos asi
llevados a tomar como suficiente, sdemds del anularse de la

variacién primera, la condicién que la variscién segunde

sea positiva. Quedaria entonces sélo que explicitar la con
dicidén (32) & y trztar de transformarla convenientemente,de

bido a que en la misma estd involucrads la funcién substancial

mente arbitraria §&&&&H&ERELEES5HESEE 7 /2] de manera que dicha
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condicidén ,después de transformeda, ya no contenga

(como lo hicimos en su oportunldad para lea variacion primera,
cuando llegamos a la ecuacidén de Euler). :

Sin embargo, y precisamente esto queria aclarar, se pre-
senta una dificultad considerable, la cusl congiste en lo
siguiente.Si, para una dada yo impongo -y estc
me asegura que,pars todas las bastante pequiifias en
valor absoluto tenemos

T TN Los diagramas de las funciones

asi logradas pasan por los puntos P,Q
*- y estédn bastante cerca, por arriba o

por debajo del diagrama - correspon
diente a ¢ esto es, estdn en
una "faja" alrededor de .El ancho de esta faja, para cada

valor de la abscisa x es

-

gi indicamos con k¥ el valor por debajo del cual tiene que
quedar _ (~< k) parsa que rija la (33)
Por lo tanto, cualquier sea x, dicho ancho && es menor de

si indicamos con m el 1imite superior de los valores de
en el intervalo considerado. Més pheciasmente, hay que ob
servar que k depende de la eleccidén de la funcidn

de modo que més bien conviene indicarlo con En defini
tiva, elegido ') [r,1a faja considerads tiene para cada x, un
ancho menor de

el cual es un nimero positivo dependente de la funcién , (x)

Ese ancho no se anula, de cualquier manera elijemos la
(x): sin embargo, y éste es el origen de las dificultades
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puede muy bien ocurrir que para algunas funciénes

la cantidad (34) seamuy pequefia , sea tan pequefia como se §
quiere, y entonces si b&seamds tratamos de construir una
£E5885L 0L FERLEOEEREELEEE Tegién alrededor de la 1linea

con respecto a la cual la °~ brinde un minimo relativo,
no conseguimos hacerlo, porgue la misma tendria que &b&&2&

G50 O 4

estar dentro de todas las fajas relativas a todas las po

gibles elecciones de la fincidén , v tendria luego

ancho nulo(en la direccidén del eje y). Y
En definitiva, si para cada ; tenemos

-

la 1 ;fvt es menor de cada jf_‘_ , parae
| gpach Btz -

pero de esto no sigue gque la f minimice la integral I.

Sin entrar en otros detalles sobre el asunto, aclararé
el caso andlogo, pero més elemental que se presenta en el
estudio de los extremos de las funciones de dos o mds va-
riables, p. e. de dos variables x,y. Para uns funcién
f(x,y,) el punto (x_,y.) brinda un minimo, cuando en el
plano xy existe una®reién R alrededor del punto (x y )
tal que para todo punto && (xlyl) de R distinto de °(§oyo)
sesa

Para la funcién f(suwoniendo que tenga derivadas primeras
y segundas continuas) tenemos como necesarias las condicio
nes de estacionariedad

, pn el punto P(x_,¥.)
En los cursos de andlisis, para profundizar ulterio® °
mente el asunto se considera la forma cuadrdtica en dos
variables suxiliarias & u,v (es decir polinomio cuadrdti
co homogéneo em u,v):

(i) ] 'y N® i
- { *{ A -4 y A .1 b )

donde se puso
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Suelen entonces distinguirse tres casos. :
70880 I.- ILa forma Q es definiga , con lo que se guiere empresar
que se mantiene constantemente de un mismo signo cualgquier sean
los valores que se atribuyen a u,v , con tal gue no se ponga
 u=v=0.Més precisamente la forma se dice definid% pogitiva o
definija negativa segin que ese signo constante es el positivo
o el megativo.P.e. las dos formas

u2 -+ V2 s "u2~ uv "’2v2 e -

son ambag definitas, la primers positiva, la segunda negativa.
T2 condicidn necesaria y suficiente para que la forma Q sea
definita es

(35)

y entonces la misma es definita positiva o negativa segin que
a (y entonces también c) es positivo o negativo (Dije también
e, porque como rige (35), el producto ac tiene gue ser positivo
y luego a y ¢ tienen el mismo signo) .

Pues bien si lagforma Q indicada mds arriba es definita,
el valor estacionario tomado por f en el punto P es efectivamen
te un extremo, y precisemente un minimo o un miximo segin que

_la forma es definita positiva o definita negativa X
£88%8 CASO II.- Ia forma Q es indefinida , con 1o que se quiert
expresar que, al variar u, v, puede tomar valores positivos & ¥
b&&& negativos: p. e. la forma 2uv, como es claro se comporta
de esta manera.

Ia cond. nec y suf. para que la forma Q sea indefinita es
ac-b2<0 .

Pues bien, en el caso que estamos estudisndo, el valor este
cionario toms&do por £ em el punto $ no es un extremo,
cuando la forma Q es indefinita - (EJ. f(x,y)= 2xy en el punto
?(0,0) .Tenemos f_=f =0, y Q =2uv, indefinita.Efectivamente es
claro que el pun%o 0,0) no es un extremo para la funcién f)

CASO III=-Para comprenderlo bien, hay que fijarse bien en
las palabras exactas ussdas para explicar lo que se entiende
como forma definita. En. ellas era imp’{cito que la Q se anula
ba tan sélo para u=v=0. Esto siendo bien entendido, el caso
TIII se presenta cuando la forma Q es semidefinilg , 88 decir
cuando toma exclusivamente valores de un mismo signo para todos
los u, v para las cuales no se anula, pero existen valores no
ambos nulos de u, v para los cuales se anula.B.e.

(1) Prescindimos del caso en que a=b=c=0, gque exigeria un estu
dio ulterior.
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es semidefinita, porque se anula no sélo para u=v=0, sino tambié
para u=v = L, Pero para los demés valores siempre conserva
un mismo signo, en este caso positivo. El caso semidefinito
es caracterizado por > ;
ac=b~ =0 ‘ .
En el problema de los extremos, el caso semidefinito es el
mds complicado, porque, cuando en un punto estacionario se
presenta este caso, no se puede contestar de inmediato si hay

o no extremo, y de qué tipo.
P.e. para la funcioén At _2. ~ilimdmime - ocan laa-generatrices

2%
£(x,¥) = X 4¥ , '

en el punto P(0,0) se anulan las dos derivadas primeras,y
las segundas valen a=2, b=0,c=0: r%ge (36) y la forma Q
es semidefini%a (se reduce a &&& 2u ). Por otro lado K
£(0,0)=0, y la forma de la funcién f ensefia que para valo
res no ambos nulos de x,¥y,la f es ciertamente De esta |
menera en este caso el examen directo nos dice que se tra
ta de un A&EREE minimo Si tomera la misma funcién cambiada
de signo, tendria un méximo. Asi vemos entre tanto que en |
el caso semidefinito puede B& tener lugar un extremo (md
ximo o minimo)

Sin embargo, y es ésto que tiene interés en relavidén com
1o dicho a pk.103, puede también &&&2&&65EH4BELIBLES
dar otro ejemplo del caso semidefini%b que no da lugar
ni a méximo ni a minimo.

Estudio para este objeto la funcién

4 2 2 2
£(x,¥)= (v -2px) (¥ -29x) =4pgx -o(p+a)Xy & ¥
0,0). También ahora tenemos estacionariedad

4

4

en el punto P(
giendo claro que para x=y=0 se anulan las dos derivadas pri
meras.las segundas valen a=8pq, b=0,c=0, rige (36), y nos

encontramos en el caso semidefini%o. Supongo para fijar las

ideas
0 p <aq
y en el plano xy considero las pardbolas H de ecuacién
y%-2hx =0

giendo h 288pXeRALELLEBEEELPEFLE una constante . El1 valor
de 1o funcién £ en los puntosde la parébola H es
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También puede llegsarse

Iy

a la misma conclusidn de ls men-ra
siguiente. Les fecuaciones &

y2—2px=0; y2— 20x=0

: ’ L : 2
_representan dos parabolas m,n. 12 funcidn y —-2px en el "inte

rior! de m mantiene evidentemente un signo constante, que es
HOEEEEXHEDEEELELEAERILEILEDEEREELALHHEHHHLLLBLLLLEE ] signo

menos(basta ecalculprlo p.e. en un punto del semieje x positivo)l,

y en|el'exterier!" el signo mée. Andlogsmente para y =20x . Tue
go lu fuucidn t(x,y), producto de los dos po«110m1 & *i«ne

en 'las treg regioneg en lasg curles el plano estd dividide porim,
n, 1os signos indicados en 1z fizurs. Bl d&as&s vértice de 1ow v

rédbolsls es punto' 1 ”1t1 de |Todrg eséc regiones, ¥y por 1o Hento
no puede brindar un extremo. '
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f(x,y)= 4(h-p)(h=-q) x° : -
Inego si elijo p«h «q el valor de f en cada punto de la para
bola H& distinto de P es negativo; y, como en P la f se anyla
tenemos
f(o,0) >> valor de f en los demds puntos de la par. H
Si en cambio elijo p. e. hyq {y por consiguiente} p) re-
sulta andlogamente
£(0,0) <; valor de f en los demds puntos de la par .H.

Estas dos observaciones ,juntas, prueban que en P no hay extr
mo: en efecto, si alrededor de P tomo una regién R por pequefia
que sea siempre existen en la misma puntos distintos de P de
pardbolas de cada una de las dos especie, es decir siempre
existen en la misma puntos donde f(x,y) « £(0,0) y puntos

donde f(x,y) > £(0,0).x

Concluimos asi .que en caso actual la forma Q es semidefinigé
¥ en el punto P no tenemos extremo. Pues bien, hay que afiad
lo siguiente (que hay gque acercar a lo dicho a propésito de
la variacién segunda): si en el plano xy tomo una recta r
cualguiera por P , y para los puntos de la misma considero
la f, como es posible, como funcidn de una unices variable,
para esta funcién el punto P brinda && constantemente un mi-
nimo .En efecto, si la recta r no coincide con el eje§ g; sea
y=mx su ec&aclén. entonces sobre ls misma

f(x,y)= 4 % | o

es una funciém de x que se minimiza como es claro para x=0
(derivada primera nula , y segunda positiva).Si en cambio la
recta r coincide con el eje &&&eREH&E y, tenemos

£(x,5) = £( 0,y) = y*
de forma que la f es una funcibén de 1la sola y, gue también
se minimiza pera y =0, es decir en el punto P. De ésto,
pareceria $%&& poderse concluir que la f(x,y), como funcién
de las dos variables x,y se minimiza en P, contrariamente a
la conclusién amterior. jPorqué la conclueién no puede sa-
carse 7 El hecho que sobre cada r por P el punto P brinde

un minimo, quiere decir que , fijada r , existe una positi
va, la cual empero depende de la recta y que luego llamoé
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. . - 3 - .
( Precisanmente, de 1o dicho p. 108 se deduce aue 1o regidn
cubierts por los segmentos concider:
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el punto P no es intferior 4 1la gifn de conjunto| que asi se ob-
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tal que para los puntos de r
situados a distencia de P menor
de (distintos de P)

o Imagino la porcién de plano
recubierta por todos los segmen
tos de origen P y longitud

(dos sobre cada recta r, -en los
dos sentidos). Si esta parte del plano fuera umeserEidw Ry po-
dria concluir que para todos los putos de R distintos de P
regirfs la desigualdad anterior, y el punto P brindaris un mini
mo. Pero no es cierto a priori que se trate de ﬁzf regién, porqu
s aungue las son todas positivas no nulas, es bien posible
que haya entre ellas algunas muy chicas, tan chicas como lo que
remos(es decir que el 1limite inferior de la clase integrada

por las sea igual a cero) y entonces los, segmentos conside
rados no cubren una regidn.u.'rucraramady €1l L0 jow vcciric 41l Goay

[~

e oI ONEer R e ari B twan=1 047 " \ A

“einas anteriores surge uns expli
e condiciones que hemos dndiecado

3

De ' loidiicho en las
cacibn del hecho gue 1 5
como suficientes pars el minimo no sean demasl;dg sen—
ecillas.Particularmente, h&§&L&&& en diches condlglonﬁs
suficienteg,hsy que Observar que intercs%n no solo 1a
extremal considerada, sino toda una region ﬁlrf?ﬁdor
de la misma( el campo de extremales), & y no sol? los
valores de y relativos a le misma extremal(es di01r’
1a pendencia p) sino también los otros valores de y:
compérense la (25) de p. 69 y.1a (28) de p. T3&, es
decir :

oy

F oo (X¥y) .> 0 °
¥
- e . 7’
¥n cambio ,ya hemos observado gue p. e. la condicion
necesaria de Jacobi tiene un significado locslizado
i il 1 B ] R v ]
sobre lz propiz extremal. También tiene este mismo
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de. lo cusl,aprovechsndo convenientemente 1: erbitreriedagd
| - 43 4m 4 2 { , v ~ P ¢ ~ > n ~
de la funcidn = (%) ,y agregando algunss cosidersciones me g
Gue paso por alto,se llega o coneluir que no puede sery

R negativo, y luego rige lal (5)

Comparando las condi: dones necesaring con las condi
ciones guficientrs gue hemos indicado, se nots 1s congide
rable distenciz cue existe entre las primeras y las segundé
as. Sin embargo, podri: demostrarse que dichs distancia
en muchos cas0s es menor de 10 acue rodrisa creerse. En cfec
to pars los problemas regulares (p.75) &RLALHALELSS ( en
los cuales 1la condicidn de Legendre evidentemente siempre
resulta necesarismente satisfecha), si un arco de sxtr.?o
no contiene ningin pun o conjug do al punto O, es decir ua..
gin punto de contacto de dicha extremal con 1la envolvente de
las extremales que salen del punto O, es decir si cumple con
la condicién de Jaco&bi 4028888880282 en sentido estrecho (est«
Bs 88882 no contiene esos puntos conjugados ni en su interior
ni coigcidentes con el extremo 1 ) » el mismo brinda efecti-
veamente un minimo relativo. Ia ides en la cual puede fundarse
la demostracidén consiste en aprovechar las hipétesis para ence-
rrer E én un campo de extremales al cual pueda aplicarse el
teorema general de suficiencia . Es claro gue la nueva condicidr
de suficiencia lleva 1la ventaja que en la hipltesis de la misms
no se habla de ningin campo de extremales, sino sélo de la extre
mal que debe brindar el minimo. ]

3
Q
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Aludiré ashora brevemente a algunos &%%&8& problemas de cdleulo
‘de las variaciones,de naturaleza un poco distinta de la de
los problemas estudiados.

CASO DE MAS FUNCIONES INCOGNITAS.- En lugar de la integreal
(2) considerc 1ls integral

: = A& &,
Ahorz F es uns funcidén de 2n argumentos {ncon derivadas’ jéﬁ?
d%ras_juﬁgzgzdge continuas.Si consideramos n funciones de x

(%
definidas en el intervalo x. x., y reemplazo en F :
1as §. 40600y por f (x)o...%......f (x)
% 1’ n 1 " n
las yi,.....,yé por las derivades fi(x),......,fé(x)
(suponiendo que las n funciones f.(x) cumplan con las

mismas condiciohes de admisibilidad delp.ll, fin),la integral
I toma un valor bien determinado, que depende de esas funcio&
nes, y que podemos indicar con

A las funciones f, (x) se imponen ademds condiciones a los
1imites andlogas a'las consideradas hasta ahora: es decir cada
una de ellas tienme que tomar un valor prefijado en cada uno
de los dos extremos del intervalo: imponemos pues

£,(x,) = ”’7@ 2, (x))= yl(‘i) (=T} 1)

siendo las
?ﬁ A 22 (9 (@

x/ By 2 j i
oy % il
constantes pregijadas.
Se trata entonees de bwscar los sistemas de funciones

f (x),,.......,f (x)

admlsibles ¥y que cumplen con las condic1ones a los 1liuites
consideradas, para lzs cuales le integral

gse minimige




Para n=2 puede darse, como es claro, una interpretacidn geo-
métrieca al interpretar x,y »Y, como coord cart p.e. ort em
8l espacio: entonces las (}7) representan un arco de curva

que dos puntos dados
aZ§ia&a§&#% , @) (o (4]

1 /2 2

Lo mismo podria hacerse al considerar un espacio de n
dimensiones, para n cualquiera(tomando como coordenadas
XoFireeeeey ).Para n=1 se vuelve al caso estudiado en las
péginas antériores.

,Qué se encuentra shora como andlogo a la ecuacidén de Eu
ler ?.Como se trata sdlo de condiciones necesarias, podemos
proceder asi: imagino dejar invariadas todas las funciones
(37) con excepcién P. e. de la primera.Entonces volvemos al
caso estudiadd& en las pdginas anteriores, y concluimos que

tiene que sger
d
Fyl "~ 3x &fy; =°

Andlogamente si me refiero a Yo etc. Por lo tanto tenemos
como necesario el gistema

F

que puedé explicitarse en.la formad
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8i P no coniiene expl{citzmente ls %k, puede hacerse una
servacibn anfloge & la cifrada en la (12) de p. 35. Bn
efecto en tal easo considerc 1a expresién

— % »

Bs P - 2> 9. =
o _7‘

tonees, derivando con respecto a X | N

':ﬁ§~7'f7_.-%'w—2.,; Z—q\"
" ¢ J

k3
- <
* "!

- -

.
FAP . 2 2 ¢19
7 / - - > /4 J
- T et innc il fa PIW, {A g (& & l’ ]
-t [ : j
e—— ih-
e > / f - - 2 ? 4 - G
e P 5 # T L ’ 4 o
y i /
v v ¢

Por lo temto la funcifn B de x tieme derivada nyla ,es de
eir es constante: tenemos asi.

i

F(yl'“'yn Y{:'-'Y:) - 2 Jl' Fy_' ‘:vb"}‘v'-:/"&v.'fiv--yi;)’

1
const. (2)

&

a 1o largo de uns extremal

¥ ‘ /,.{ . B :
Jt e CR i F e VM s &R d:[%%‘i 4 !

bO Cav e A, (R ¢ K 5':( el e :

Yy
/.t
v

ﬂ'—"“{@/cw[ n' F ees \r«ywﬂc De A o * g P
4 \
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El gistema (39), como es claro contiene n ecuaciones diferen
ciales de 22 orden en las n funciones incdégnitas (37), linea-
les en las derivadas segundas. las soluciones también ahora
llZmanse extremales(@n la representacién geométriea 1las 1{-
neas (37) lldmense lineas extremales). X

P. e.,jaunque demasiado sencillo, veamos el ejemplo del ca-
mino mds breve entre dos puntos P(xy 2z ) ¥y Q(x.¥.z,) en el

o)

espacio, cuando el mismo camino se represente anallticamente
con y=y(x), 2z=2(x). Tenemos ahora las dos funciones dncégni
tas y(x), z(x), con notaciones un poco distintas de las ante
riores.la integral que minimizar es

de maners que

ILa F no contiene x ni y,ni z, de meneras que las (39) se escri
ben ‘

Considerando este como un& sist. de dos ec lin. en y",z", ho-
mogéneas en las misma incégnitas, se deduce que

y" = g" =0’
a meno que valga cero el det.te del sistema. shora
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Por lo tanto
y=Ax+B , z= Cx +D

siendo A,B,C,D constantes.las limeas extremales son las ree
tas del espacio, como era claroc a priori. ©Por los dos puntos
dados P,Q pasa una ¥ una sola extremal, etc.

Aludiré brevemente a otra aplicacidn.Considero un sistema °
mecdnico con n grados de libertad:cada una de sus posiciones |
es determinada por n pardmetros independientes 3

ql’qz,ooooooqn

(ps e. si se trata de un dnico punto ,n=3 y como d;19,,q, Due
den tomarse las 3 coord cart del punto; si se trats dé dés
puntos mantenidos entre s{ a una dads distancisa yn=5, y pueden
tomarse para las q, las tres coord. de uno de los dos
puntos y dos de 10s 3 cOsenos directores de la recta que lo |
une al segundo punto(sobre la cual recta ese punto ya gquedara
determinado, debido al conocimimméo de su distancia del pri-
mero).) .En mecénica,las q; son funciones del tiempo ¢, y sus
&OR8LBLLEE derivadas ‘
Sy = 8

son las llamadas "componentes de la velowidad". Medisnte las
Q; ¥ las q , se forma la llamada energia cinética del sistema.
Cada uno de los puntos que integran el sistema tiene sus 3 co
ord. cart ort funciones de las q,: &&%& entonces las componen
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tes de su velocidad gsegun los ejes pueden expresarse median
te las a; ¥ q (mas precisamente es claro que serdn lineales
homogéneas enilas q ) ,de forma pues que la energia cinétiea
del sistema,semisuma de los productos de las masas de los
varios puntos por los cuadrados de las velocidades, viene

a ger un polinomio cuadrdtico homogéneo en las §,, cuyds /
coeficientes son funciones de las q. .Se tiene pOr conqiguim
te para la energia cinética T una e%preshon del tipo :

(41)

(Como lo ensefia la (41) la T no depende explicitamente del:
tiempo %, sino que depende del mismo séloa través de las ‘
a,) Sppnrns aema goog—A2ge <

1 Bn dedéhicas Yambidn, ger cotisidoxe: Ly engia potenclal /
U =U(qy,-...q )(que depende de las q; , pero no de sus deri
vadas, ni exppl citamente del tiempo}.

Ahora bien, se tiene un princlpio de minimo de Hamilton
de aeuerdo con el cual, el movimiento de un sistema dindmice
en el intervalo de tiempo entre t y t, , de una posicién !
inicial a otra final,es tal que& para €se movimiento la
integral /1

I( qlnynqn -

es minima.(Quiere decir que podemos a priori imaginar varias
expresiones de las q, en funcién del tiempo, y que entre {
ellas las que corresponden al efectivo movimiento son las |
que cumplen con la condicifion de miinimo contenida en el
principio de Hamilton). Por supmesto hay que tener en cuents
las condiciones a los limites: las funciones q_.(t) tienen
que tomar para t=t_ y t=t vakores prefijados.

Pues bien, vamos a averiguar que las llamadas ecuaciones
de ILagrange que &&&eRi&iiM& son las ecuaciones fundamenta’
les en la dindmica son consecuencias del principio de Hamil
ton. En efecto, para que se minimice la Wltima integral
escrita, las (38) nos dan Bas condiciones necesarias:
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Pero U no depende de las éi y de manera que queda

—_— ————

(42) =l - (d21}.). )

Las (42) son precisamente las ecuaciones& de Lagrange.

De lo dicho podemos sacar otra consecuencia. a4% La
funcidén T-U bajo el signo de integral es E/2EEALZEE Tuncidn
de las
que reemplazan las

yi(x)  ,y/(x)
del caso generzl(la t reemplaza 1la x): ella no depende
explicitamente de la variable independiente % 1 RBEEES
debido a que no dependen directamente de % ni T 41 U.Por
lo tahto se aplica al casc actual lo observado e p. 116,
férmula (2), y vemos que

esto es(debido a que U no depende de las éi)

Anora T , de acierdo con (42) es una forma cuadrdtiea en las
éi’ ¥y por consiguiente

(pe @. por el teor. de Euler sobre funciones homogéneas de
grado n).Por fin, reemplazando ¥ cambiando de signo

férmula que expresa que durante el movimiento la suma de la .
energ{a cinética con la energfa potencial no varfa con el
tiempo. i A&
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INTEGRALES QUE DEPENDEN DE DERIVADAS DE ORDEN SUPERI OR DE
L A FUNCION INCOGNITA.
Le ecuaclén de Euler para la integral (2) +tiene su analoga
en el caso méds general en que se sstudia una integral

BT T2 , (y=f (x)
\Z‘ .:.:fl,/- : u—)

donde F es una)funcibén de n + . variables, continua con sus de-
rivaéas’?hastaiel orden +% incluido.Como condiciones a los

1imites sensideramos las giguientes

esto es la funcién desconocida tiene que tomer valores prefijadc
en cada uno de los extremos del intervelo x x. , ¥ lo mismo
pasa para la derivada primera, etc, hastas la de orden n-1 inclu:
do.

Como funciones admisibles f(x) se consideran las que son . 753
continuas con sus derivadas hasta el orden 2n ibeluido en todo
ese intervalo.

Entonces, para que se minimice la integral (43) se tiene com
necesaria la condicién que f(x) satisfage a la ecuacidn diferen
cial de Buler( que escribimos con notaciones a las usadas has-
ta shora para n=1):

‘Se trata de una ecuacién diferencial ordinarisz de orden 2n (por
que la derivada de orden méximo de 1la funcidn incégnita es
precisamente la de orden 2n, que resulta al explicitar el udlti

mo término de la (45), debido a que la F ya depende de 1la
derivada de orden n de f, y al derivarla. n veces aparecera 1a
derivada de orden 2n)’(5ﬁe@”huM¢A»¢kvu~h’;ww < Wl Sy 'rﬂ«-a~”-

Lo demostracidn es aridloga a la ya conocida para n=1l. Junto
con una f que brinde el minimo consideramos las funciones

siendo » unz funcidn cua lguiera con tal gque
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1) segq continua con sus derivadas, hasta el orden 2n inclui
do en todo el intervalo ( con el objeto que los mismo ocurrz

para g(x) )

2) se anule, junto con sus derivadas hasta el orden n-1 |

incluido en los dos extremos del intervalo( con el objeto

que sigan subsistiendo las condiciones a los limites (44))
Parangonemos entonces la integral I calculada para £ o p:

ra la funcibén g. Si 1la f brinda un minimo, puesto

tenemos como condicidn necesarisa
es decir

También shora podemos derivar bajo el signo de inte grai

logrando






-129-

y asi continuando.la condicidén necesaria (46) se transforma
pues en

Esta condicidén tiene que cumplirse para cualquier funcidn

que satisfaga a las& restricciones & 1) y 2): podemos
aplicar un lema andlogo al de p. 23 (andlogo, pero distinto,
debido g que ahora las funciones constituyen una clasge
més restringida), que se demostra:{fa de menera andloga. Con
cluimos que necesariamente tiene gue ser nulo el coeficiente
de bajo el signo de integral ,es decir la ecuacidn de
Eulexr para n cualquiera.
También en el czso actual las soluciones de la ecuacién

de Euler klémanse extremales, etc.

Sea p. e. dada una funcidén u(x) continua en un intervalo X,

X, s ¥ buscamos las extremales en el problema de minimzar lsa
integral

En este ceso la F depende de la x a través de u, y ademds de
y,y" (no de y“).Ia ecuacibén de Euler es la siguiente

Es claro que si llamamos v(x) a una funcidén de x que tenga como
derivada cuarta la u(x), la solucdon més general de la ecuacién
de Euler es dada por

y= v(x) ﬂ~ax3-+ bx2-+ ex + & h

siendo a,b,c,h constantes arbitrarias, que pueden determinarse ad
cudiendo a las condiciones a los limites.Tenemos

{d X
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Son 4 ecuaciones lineales homogfneas en las 4 incégnitas

- a,b,c,d, cuyo determinante no es nulo, como puede averiguar
se. :

P. e« si tomamos ﬁ =0, &8&&&&ss Ppodemos también adoptar
=0:8i queremos minimizar la integral AF;
con una funcidén tal que sea ’> Vas

\ ! /
§ b 2 : ] 2 j 4 L
5 . s " s

resulta fédcilmente, 2l determinar los valores de a,b,c,&

h de acuerdo con lo dicho: h:d Atblee =0

: C"f" -

Ia valor de la integral es entonces

e
-8 3

Por supuesto, hayg que recordar que como funciones f(x) admi-

 sibles, de acuerdo con las hipltesis kechas, tomamos las que

son continuas con sus derivadas hasta el orden 4 #éncluido

en todo el intervalo (de menera que p. e. la funeién que corres-

ponde al diagrama formado por la quebrada oH1l de la figura

no entra en consideracién: es claro que la misma llevarfa a

un valor nulo de la integral considerads, que habria que des

componer en dos, relativas a los dos interyslos de 0 a 1/2 y

de 1/2 a1 ). ;
Otro ejemplo vamos a considerar acudiendo a la nocién del
arco afin de una 1ines plana. Recuerdo que la geometria p.
e. plana se divide en varias ramas, segin el grupo que se
gdopta como fundamental. P.e. recuerdo gque se distinguen las
llamadas propiedades métriess de las proyectivas:ilas primera;
integran la geometria métrica y lessegundas la geometria pr«
yectiva.Se llama propiededes métricas s las que subsisten
al mismo tiempo para una fiszura y todas sus iguales, 0 mds
generalmente semejantes :se dicen en cambio proyectivas las
que se transmiten de una figura a sus transformadas proyecti
vas. P.e. la propiedad que en un cuadrado lados y dngulos
son iguales es métrica, la propieded srménica de polo y polai
para las cénicas es projectiva.
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Ia distincidnfaludida puede convenientemente generalizarse,
llevando precisamente a la clasificacidén grupal de 1la geome~—
tria. Para gque una propiedad de uns figirs pertenezca a 1la
geometria siempre tiene que tener cierto grado de generalidad
es decir, no debe subsistir tdn sbélo para uns muegtra aisla-
da P de una figure, sino que tiene que trammmitirse a otros
ejemplares, los cuales, ad que puedan diferir de F en algunos
caracteres, tengan con F algo en comin. P.e. en geometria
elemental se considera la propiedad del cuamrzdo aludida
més arriba; sin embargo no se considera como propiedad de
un cuadrado da que eventualmente esté en un pleno horizontal.
Ia razon es que en geometria elemental o métrica se estuddan
lasy prepiedades de una fisura S que de la misma se trasmi -
ten 2 sus eguales(o semejantes) , es decir lozradas mediante
aquellas transformaciones geometricas que son las igualdades,
xtAfzeunganzaxyx (0 semejanzas). Ess transmisibilidad subsiste
en la primera propiedad del cuwadrado, pero no en la segunda.
Cosas endlogas pueden repetirse pare la geometria projectiva.
En definitiva al hablar de propiedades geometricas de 1la
fisuras, siempre estd pobrentendido, como 1o dije, que tengan
cierto grado de generalidad. Siempre estd soprentendida la =Xk
eleccidén de un criterio en base a2l cusl E ciertas figures dxs
distintas se consideran como eguivalentes, es decir, como
ejemplares distintos de una misme figura, de manera que ceda
propiedad de una figura subsiste al mismo tiempo para ella y
todos sus equivalentes. Egse criterio ,en la geometria métrica,
es el de considerar equivalentes figuras iguales o semejantes
eh la geometris projectiva figuras deducidas una de otrs me-
diante projectividades. En los dos casos siempre se encientra
en la base misma de lz geometria el conjunto de las transfor-
maciones(gxmgp srupo) fundamenial: en el doble sentido de que
se consideran como equivalentes figuras logradas una de otra
mediante una transformacién del grupo fundamental, y que se
estudian propiedades transmisibles de una figuras a todas
sus equivalentes. RmExx N Lo _
/Recuerdo gque—~se llama grupo @ un conjunto de transformacio-
nes, las cuales actuén dentro de un campo C o una clase C de
objetos , cuando ese conjanto contiene los productos de todos
los pares de transformaciones que lo integran, y contiene ade-
més la inverse de cads una de susf kramzfexfmsExswss trans-
formaciones(producto Tl T2 de dos transformaciones Tl,‘l‘2 que

e
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‘ :dLl campo | A?es 1a transformacién Logrgdbu—i{
gl actuar en un primer tiempo con la T., y luego -sobre los

- resultados asf{ logrados - con la T.: &l producto generalmen
te no es commutativo). P.e. es claro que las igualdades di-

" rectas entre un plano y si mismo constituyen un grupo; analo-
gamente las semejenzas 0 las projectividades. Analogamente
las afinidades, es decir, limitandome al caso de planos super:
puestos, aguellas particulareshomografias de un plano en =i
mismp, que dejan fija la recta impropia ( se representan
andliticamente por una substitucidén linaal entera entre las
coordenadas cartesianas x,y de un punto y las x’,y’del
transformado:

Como para las geometrias métrica y projectiva el grupo
fundamental es respectivamente el grupo de las semejangas
o de las pomografiss, asi lldmase geometria afin a laeuyo
grupo fundamental es el de las afinidades (p. e. la propiedad
de un cuadréngulo de ser un paraleldgramo es una propiedad
de geometria afin, como es claro& ; lo mismo ocurre de la
que las diagonaled de un pataleldédgramo se bisecan; id. id,
la propiedad de una cénica de pertenecer & una de las tres
clases integradas por elipses, hipérbolas o paribolas.En
cambio la prpiedad de ser& circulo mo pertenece a la geome-
tria afin, sino a la métrieca debido a que las cénicas lo-
gradas de un circulo mediante afinidades generalmente ya no
son eirculos sino ecénicas cusleSuieras).
Ia nocibén bosquejada lleva un principio de clasificacién
de importancia basica en la geometria, y constituye el con-
tenido mds importente del llamado programa deXEXXANEENX
Frlangen de Felix Klein .
E1l alcance de la misma va porsupuesto més alld de lo
dicho. P.e. fijo en un plano una cénica no degenerada, y
las homografias que la transforman en

! s{ misma. Estas integrdn un grupo-
0 G,( es decir un grupo cuyas transfor-
maciones depende de tres parametros ar- |

bitrarios) debido a que entre dos cénie |
cas distintas o superpuestas existe una

—
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=135 ter-
io las traslacionms de una recta en sf miema consti

Entre los tipos més importantes de grupo recuerdo:

a) los llamedos grupos de orden finito,los cuales e
tegrado por un nimero finito de transformaciones(
114mage orden del grupo).En este cago ,para a
las transformaciones 'integran un grupo es suf
guar que siempre el producto de dos de ellas pertene
conjuntos: de esta propiedad ya sigue que el congunto, con
cada una de sus transformaciones, contiene su inversa.En
efecto si T es una transf. del conjunto, este contendrs
también sus sucesivas potencias,las cuales no pueden ser
todes distintas entre si(por ser las transf. del conjunto
en numero finito): sea p. a.

L»b 4
D
QO H W\

e

cendo , como es licito
2d simbéliwa (ahora es

Sea p. €. m < 7 vy r=n-m.Multi
g a
la inversa de T, que

los dos miembros de la &&thé&
crita por la,pot es
indica con T yes8 decir por

®

resulta ,&eR53885&£8bOASSE actuando como s
una igualdad entre mimeros

tara de

b
(&3
®
o+
3
Y

A =2 /

T (//

El pasage estd ju°t1f7Cad0 ,aunque no se trata de numeros,
si al sfmbolo 1 se atribuye el significado de transformaciédn

idéntica(la cual hace corresponder cada elemento de la cla
se C a ef mismo). En efecto partimos de

= / = /

4

L Tl S

lo que expresa que dé 1o mismo aplicar a un elemento cual
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pio 0) Que esas igualdades formen grupo es claro s priori: po 1
demos por 1o tanto hablap del grupo de lasg rotaciones del te 1
traedro en sf mismo. Aquellas [rotaciones gon en nimero finito 1
porque al mézimo puede existir una que  lleve 1os 4 vértices
en el orden A B C.D a los 4 vdrtices en una de las §!=24 4
permutaciones posibles.Por le misma razén el orden n no puede
sobrepasar de 24.Antes bien n es un divisor dé 24 debido a
gue l@s n substituciones sobre 4 letras que llevan A,B,C D
EE2LDLRIICLHLRIBEBLALBLLEOLERBLE & 1as permutaciones formada 4
por los cuatro puntos en el orden en que se encuentran des-
pués de una rotacidén del grupo en cusnovo procedentes resp.
de A,B,C,D constituyen evidentemente un subgrupo del grupo G94

formado por las 24 substituciones sobre 4 letras( las 24 substi
tuciones cada una de las cuales estd definida por el pasaja de
las 4 letras & en el orden A,B,C,D a las mismas cuatro en una
de las 24 permutaciones posibles) BR&BLLABLHPELELLEDELREE Sin
¢miargo n es menor de 24: en efecto no existe ninguna roteifn
que lleve los vértices ABCD resp. en ABDC(porgue A,B unidos
estaridn sobre el eje de rote cdéin, 1o que no es posible: una
transf del grupo que deje fijos A,B es la identidad).Luego
n<12 &8
Més precisamente n=12 .En efecto,el grupo contiene p. e. las
dos rotaciones de 1207, en los dos sentidos, alrededor del
didmetro OA .Con estas y las andlogas ya tenemos 8 rota ciones,
y con la identidad 9: de 1o que results Que n eg un divisor de
24 mayor de 8 u no mayor de 12, ¥y por 1o tanto igual a 12, §i
S,T son las dos rotaciones &X&A8SBEBLEIRLALBELIABLORE do 120
ABCD ) ABCD

Y paas 2004
(S| alrededor de OA,T alrededor de OC), &la rotacidn SD lleva
A,B,C,D resp. enB,A,D,C: la misma tiene por consjguiente carac
ter involutorio, es de#ir es/ unz rotacidén de 180° §2&82888& es
to es una| simetria con respecto a un eje, gue tiene que resul
tar perpendicular 'a la recta AB(la cual une los dos puntos co
rrespy A,B) y CD: mds precisamente serd este eje perpendicular {
comin a las dos aristas opuestas AB,CD en sus puntos medios.
Tenemos agi una de las 3 rotaciones que adn faltaban.Ellas son
las tres rotciones alrededor de las tres rectas PETrp. comunes
a pares de aristas opuestas en sug puntos medios. Estag tres
dltimas son de orden 2; las 8 anteriores de orden 3.
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¥y una gola homosrafia que lleva tres puntos prefijados de
la primera A,B,C entres igualmente prefijados A’,B’'C’ de
la segunda( la homografis individualizada por las dos cua-
dernas de puntos correspondientes

A B C 0
A" |B°| 27 lof
donde 1lamo O el punto de intersececidn de las tangentes a
la conica en A, B ; y andlogamente paera 0°. Es claro que di-
cha homografia 1lleva la primere cénica, en cuanto pasante
ERX por C, A con tangente AO, B con tangente BO, en una céni-
ca pasante por C° , A con tangente &8 A’ 0" B’con tangente
B’0’1la cual por consiguiente coincide con 1la segunda cénica)

Es evidente que las homografias de la cénica o

si misma cumplen con las dos condicionesd aludidss pars defims
nir la nocion de grupo, e integran por lo tanto efectivamente
un grupo . Puede desarrtdlarse la geometria con respecto a

ese grupo fundamental, la cual substancialmente vendris a ser
la llamada geometria no euclidiana cuyo absoluto coincide

con :

Pues bien, en las varias geometrias puede definirse un
concepto de arco de una 1inea,que depende de la naturaleza del
grupo fundamental, y que se reduce al ordenario arco métrico
en el caso en que el grupo fundamental es el de la geometria
métrica. Cuando consideramos una lfnea y=f(x), su arco queda
determinado por el conocimiento de su diferencisl ds:

Se trata de &B%eL&B4PEEEEE8IEE una forma diferencial lineal ,
esto es de un polinomio homogéneo lineal en dm, caso particu-
lar de

F(x,y,y") dx
donde indicamos con F a una funcidén cualquiera de los tres ar-
gumentos x,y, y . Las X,¥,y que aparecen eomo argumentos son
las dos coordenadas def, gque se considera y el coef.
angular de la tangente.Independientemente de la &&88&&R&4E
referenmia a una linea, podemos considerarlas como las "tres
coordenadas de un elemento de primer orden El", llamando El

a la figura formada por un punto y una recta gque se pertenecen

y tomando como sus tres coordenadas las dos del punto y el coef
angular de la recta
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Come es sabido, mds generalmente se dice que dos o mas
curvas, representadas cada una con un ecuacién del tipo
y = f(x), Xxemsm en el punto x,y tienen comin un elemento
de orden n E_ cuando en ese punto(no singular) tienen un con-
tacto de orden n, de maners que( )
£ XyTY T 9T" yeeeey
tienen el mismo palor para fodas aquellas curvas. las mismas
exanxx cantidades ahora indicadaes pueden adoptarse como las
n+1 coerdenadas de dicho E
Ia formafa),que brinda el®valor de la diferencial ds,
tiene un caracter del cual generalmente la otra forma (b)
carece: si adoptam09¢ios sistemas cartesianos distintos,
y en un punto determinado de una dada curva calculamos (a)
gja sea en un sistema o en el otro, el resultado no varia:
en cambio esto no ocurre para la forma differencial (b). Ia
diferencial (a) es algo xmx vinculado intrinsicesmente con
la curva e independiente de su representacion analiticaj;
no sélo, sino que al pasar de una curva a otra mediante una
igualdadgd (transformacién del grupo fundamental de la geo- .
metria métrica), la diferencial (a) no varias, esto es es
invariante, mientras que en generel la diferencial (b)
variaria.

Imeginemos ahora de menera mds general un grupo funda-
mental de transformaciones (G), y la geometria dffyifjida por
el grupo. Una transformacién de G puede depender de un nime-
ro mayor o0 menor de parametros segun la naturaleza del
grupoe Pe €.

1) el grupo de las igualdades depende de tres parame-
tros debido a que un punto P dsdo y una recta a por el
mismo pueden llevarse mediante una igualdad a otros punto
y recta P7, a” (por¥ P"). Bebido a que la figura P’a’
depende de tres parametros se concluye lo dicho

2) el grupo de las proyectividades depende de 8 parame-
tros, debido a que una homografia plana puede individuali-
garse prefijando los cuatro puntos independdentes A’B°C’D’
correspondientes de 4 puntos dados iguzlmente independien-
tes ABCD j y la figura A'BC!D’ depende de 8 parémetros

3) el grupo fundamental de la geometria no euclidiana,
(ps 137) depende de 3 parametros.

!
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{4‘}"‘4)'e1 grupo afin depende de 6 pardmetros: en efecto depen-

|

R—

. S -~ e
_ i ¥ | : {

- de de 6 pardmetros en su conjunto, los 3 puntos propios XXEX®
A’B°C’#'gse pueden prefijarse como correspondientes de tres
puntos propios dados A,B4C . Lo dicho se confirma por lo que 1

Tepresentacidén andlitica de uns afinidad(p. 135) aparecen 6
parémetros arbitrarios (una consideracidén andloga rige para el
grupo de las homografias, debido a que en la conocida represen-
tacién andlitica de una homografia como substitucidn lineal end
tera entre coordenadas46mogén&as de puntos correspondientes
figuran 9 pardmetros omogeneos grbitrarios, es decir 8 no
omogenedéL

Para el grupo de las igualdades lo dicho expresa que me-—
diante uns conveniente igualdad cada elemento de primer arden
E, puede llevarse a otro E. arbitrario. En la teoris de los
grupos esta circunstancis Suele en@incicrse al decir que ese
grupo actia transitivamente sobre los E.. En cambio mediante
una igualdad un E. dado no puede genera}mente llevarse a otro
E2 prefijado. Pues§ bién circunstancias analogas se presentan
para los otros tipos de grupos considerados. P.e. en el caso
no euclidisno , el grupo sigue actuando transitivamente so-
bre los E,, pero no sobre los E._. En los otrs ejemplos indics-
dos se cofiprende sin entrar en mayores particularidades que
debido al mayor numero de parémetros de los cuales depende el
grupo, puedep/llevarse uno a otro elementos de orden mayor de 1.
P. e, el grupo a 8 perdmetros G. de las homografiss =sctida
transitivamente sobre los E6 (10 que es presumible debido a
que las coordenadas de un E- son precisamente 8), pero no sobrel
los E, . El grupo de las afinidades, analogamente sctia transi
timamZnte sobre los E,, pero no sobre los E_.

Imaginetos para eétudiar juntos todos lés casos que el
grupo fundamental actie transitivamente sobre los E s PETO
no sobre los Er— « Entonce puede demonstrarse que existe uns
forma diferen01a} lineal |

{

|

: A =14
épnde T es una funcidn de 1las coordenadas de un Er invarian<
€ con respecto al grupo. Es claro que esaz forma eés“vUnica a

—

menog de un factor constante, porque si hubiers otra
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tambien serfa invariante la razén de las dos, en la cual se
elimina por supuesto dx ; tendriamos gsi un inveriante fini-
to de los E con respecto al grupo considerado, y ese inva
riante nece§§§iamente se rduce @ una constante debido a la
transitividad del grupo sobre los E o

Es evidente que el elemento dexax@m la ordénarie geometri
métrica (a) cumple con las condiciones ahora dichas con
respecto al grupo métrico, y es la unica & menos de ung fae
otor constante. Des pues de lo dicho, resulta natural , en la
geometria respecto al grupo mds genersl que acabamos de consi
derar definir la diferencial del arco (siempre & meno de un
factor constante) mediante la forma diferencial lineal in-
variante (c). Mediante integm cién se pasa a la def. del arco

Observese que no estd dicho que para cada grupo la funcidn
F que aparece como coeficiente en la (e¢) depende efectiva-
mente de todos los argumentos indicados, y mpariinXxrmsmimx
i® particularmente de g
= i)

, KX
. depende si de é1%& en el caso elemental del grupo métrico,

pero no p.e. en el caso del grupo projectivo, en el cual el
calculo efectivo brinda

(eparece y' pero no y' = ).Tampoco depende de &1 en el caso
afin, sobre el cual voy a detenerme.

Observo previasmente una cosa. El grupo fund. de la geom.
métrica en realidad es el de las semejanzas:
B2ELBLLELHPIELLLEE sin embargo a veces conviene reemplazarlo
por el grupo nés restringido de las igualdades: p. €. al ad
doptar este dltimo para la definicién del arco se logra efec
t+ivemente ®l arco ya conocido, mientras gue resultados menos
interesantes se lograr{an al considerar la definicidén con res
pecto al G, (grupo a 4 parémetros: puede un par de puntos
llevarse a4otro) de las semejanzas.En este caso la forma
Kds es claramente invariante(indico con K la curvatura, es
decir el reciproco del radio I de curvatura:al transformer

en una semejanza © y ds gquedsn multiplicados poxr un mis

mo factor, de forma que K ds es invariante), y como
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se ve en primer tétmino que Kds el el elemen£§~de arco can
respecto a las semejanzas, y que- al llamar el 4ngulo
qur la taengente a la curva forma con el eje x~ ese elepgen
to de arco viene a coincidir con el 4dngulo formado por
iy dos tangentes infinitamente vecinas de 1a curva, v luego
4 Y el arco con respecto a las seme janzas coincide con el 4n
~ gulo que unatangente variable de la curva forma con una tan
v gente fija: el mismo por lo tanto no lleva = ningin concep
to nuevo.XLo que es més importante es en este caso conside
rar el arco con respecto a ese subgrupé%)

|

del grupo de las
seme janzas, que es brindado por el grupo de las igualdades.
Algo parecido pasa con respecto a la geometria aff{n, don
de generalmente no se considers el gripo afin, sino ese @ub
grupo del mismo que estd formado por las afinidades equivag
lentes(Recuerdo que en una afinided plana es constante la
razén entre un area cualquiera yel area transformado: la
afinidad se llama equi valente cuando esa razén vale 1,
es decir figuras correspondééntes tienen la misma area:
la afinidad de pe 135 es equivalente cusndo am-bl = 1l).Las
afinidades equivalentes integran por lo visto un grupo a
5 parémetros, el cual actua transitivamente sobre los E..
Se dice generalmente arco afin al arco con respecto g 3
este grupo, y resulta }

iyl el #( 4

(de forma que no aparece en el segundo miembro ls ¥y o,
_Eomo podria esperarse a priori ). También shora s desde

uego, podriamos multiplicar la diferenciasl considerada
cryyna constante arbitraria

)

CT"J]:,ZL"'émaase subgrupo de un grupo dado a un grupo cantenido
en el.@mypo dadq. I R L
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_—*La longitud afin de la curva y=f(x) entre los puntos de ab-
geisas X 1X, €8s por consiguiente

U

Después de esta digresién,vuelvo al gdlculo de las variacio
nes para buscar las g#ineas estremales en el problema de mi
nimizar el arco afin( §&8B3& serdn luego lfneas que de
este punto'de vigta desempeflan en la geom afin el papel que
en geom. métrica desempefian las rectas) Aplicahdd 1a‘(45)
p.125 encontramos la ecuacién de Euler en la forma:

'

Wﬂ& ecuacifn dif del 42 orden, de la que deduci

con a,b constantes 'y lﬁego

i1

(47)

ecuaciédn de segundo grado en X,y en la que los términos cua-
drdticos formen un cuadrado perfecto&.Vemos.asi sue las 1i-
neas extremales buscadas son pardbolas Mis precisamente

gson todas las parédbolas: en otras palabras al variar las
1a (47) representa las

4 constantes arbitrarias a,b,C,
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parédbolas, como es presumible a priori debido a2l nimero 4
en que se presentan las constantes arbitrarias, y como se ve
de la manera siguiente: pasras una pard-
bola cualquiera , sea §hbkL8LEDEILLLLHHLL
&488288 ax . b=0 1la ecuacibén de su tangen-
te paralela al eje y, y sea y-cx-d=0 la
ecuacién del didmetro gue pesa por el pun
to de conta cto de la misma.Entoneces, la pa-
rébola pertenece al haz individualizado por esta dltima recta
conta da dos veces, y al par integrado por equella tangente
junto con la recta impropia, de forma que efectivamente su ecus
eién (21 incluir unaz oportuna constente multiplicativa en a,b)
gse presenta en la forma (47).

También en este ejemplo,como en el tratado s pe. 129-131, es
claro que puede generalmente encontmarse una y una sola extrems
gue cumple con las condiciones 2 los limites consideradas.En
efecto estas condiciones se traducen shora en las de pasar
por un dadé punto P con una tangente dada p, y por otro punto
Q con una tangente dadz q (p.125) .Si P,p,Q,q son dados genéri
camente se trata de encontrar una pardbola que pase por dos
puntos dados con tangentes dadas: es claro que existe una y une
sola pardbola en estas condiciones( cénica de la cual se cono
cen tres tangentes y los puntos de& contacto de dos de ellas).

CASO DE UNA FUNCION DE MAS VARIABIES.- Aludiré brevemente

a la manera de extender la ecuacién de Euler al caso en gue
se trata de una funcién incégnita de mds, diré de dos, varis=—
bles. Considero , en lugar del intervalo &8 x_x. del eje x,
una 1fnea simple cerrada (es decir una 1fnea®cefrads que no
se corte) en el plano xy; en lugar de las f(x) de las
pédginas anteriores, las funciones z=f(x,y) que en la regién
R encerrada por son continuas con sus derivadas parciales
peimeras y segundas.Como condiciones a los limites para las
T tenemos shors las que sobre el contorno (en ecada punto
del mismo) la funcién f tome valores prefijados. Se trata
entonces de minimizar la integral
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siendo F uns funcién continua con sus derivadas 1.as,f*2.a%‘
de sus 5 argumentos: se entiende que z,p,q tienen que ser reem
plazadas resp.te por

z= f(x,y) 3 p= q
Para encontzer cond. necesariasg, analogamente 2l caso ya cono-

cido, parangonamos una funcidn f(x,y) que mesuelva el problemsa
con otras

siendo constante, y (x,y) una funcién nula a2l contor-
no, y continua con sus der. primeras y segundas en R. Entonces

es una funcién de hay que imponer

es decir

que puedo escribir

Bajo el signo de integral se presentan términos en >

gque conviene transformar(siempre andlogamente a lo hecho en
el caso ya conocido, pero ghora hay que ac’‘uar de manera un po
co distinta. Considero




\
\\_/

{hemos efectuado une integracién por partes en la integral con
respeéto a x) .-Hay que aclarar lo siguiente: como es claro
hemos indicado con F sF_,F ,F ,F 1las derivadas rarciales de
la F con respecto a §u5y5 Qrggmeﬁtos: cuando imaginamog reem-
plazar z por f(x,y), p por f (x,57) ¥ q por £ (x,y) y la F viene
a ser funcién compue sta de xfy : su derivada“total con respecto
2 X la indico con -d/dx<( -y-mo~con ‘ ), sungue-se-trata
desdeyiveda-pereial .Io mismo para dfdy. 7 y |

Volviendo a la transformacidn de 1la integral, recordando
que la es nula al contorno, & y escribiendo en lugar
de la integral repetida una integral doble,como ya habfa al
principio, tenemos .

Andlogamente

7

. i .
Por consiguiente la (48) se escribe

3

la cual subsiste para todas las consideradas.Podemos apli-
car un Lema andlogo al de p. 23 y concluir que necesariamen
te la f buseada cumple con ls condicidn

O
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&% (49) es la ecuscidn diferencial de Euler para @l
caso actual.Se trsta shora de una ecuzscidn a derivadsas pareir
les de segundo orden en 1z funcidn desconocida z=f(x,y) tlﬂfv
bido a que al formar p. e. o =

3 E
se introducen generalmen%é las 'derivadas porcialeg segundas
de f. Tl
Ejemplos .-

1) Sea

i

(integral de Dirichlet).la correspondiente ec. de Euler es

es decir 1la ecuacidn!/de Laplace , cbn 1la cual cumplen las
l1lsmadas funciones arménicss .

En asta circunstarncia estribs el llamado principio de
Dirichlet, pom el cual - hasta gque no fueron expresadas
algunas dudas sobre el rigor de tsl prQCfJimienro— se &&&
&038&% considerd en pasado Bemostrada le posibilidad de res
ver el llamado probleme de D1T10n7*t el cusl congsiste en
buscar uns funcidén ermbénice en un dz=do recinto R, 12 cusl
sobre el contorno del mismo tome valores prefijados

N ,' ; ’ « N s e ( [ P, ( ‘[":’;’r *
AU i Cery. /_ V‘/(/}/.., /_ «)L-{uytc (\1 ) €, Cand), :V‘ ]
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e | A I S | SRS WS (ST S (s S — — | : ‘ : ‘ 1
| El \razonamiento era el siguiente: sé¢ congideran Tas funcio—

- -t

nes(sometidas, qomo.Lo_sqbré%éndemOS'a'ciertaS‘r@skrﬁccionés*
cualitatives) gque sobre el contorno tomen los velores prefija
dosy ¥ para cada unp de ellqs.se.fofmﬂ_19,intfér§1:iéfbifj,.
richlet {euyo valor es obviamento nO‘negatibo),AI,VQriey_;q
funcidn onsidersde £, se logra unz clasge de nimeros no nega |
tivos' T g };.‘“Sea:f-la euncién que lleve al nimero minimo |
m de tal%cYase" Dicha funcidn cumple con 1o ecuacidn de |
Laplece, y luegd es una fqnéiénﬁarméniva que tom# los dados
valoresg al coniorno . “E1 hecho es que lo dicho entre comille
presupone la existencia de un minimo dentro de 1t clase, 1o
que, a priori noles }gfdmevﬁiEHa‘clasé tiene un limite infe='
| | rior, pero no puede decirse sin ms gue sea un minimo.,
| . | _ Como es sebido, con rezonamientos parecidos, es decir jque|
‘estriban en le hipdtesis de 1n existencisz de un minimo o mixi
[ mo, puede 1lege¥se~a-absurdos;.p. g..se.demostrarip_que.éif—
~ nidmero A es el miximo entero positivo, al observar gque cada
" Tentero pogitivo m meyor que 1 no piede ser el méximo, dehido!

I

! SORN S 1 N ¥ 4 + - S— 4 4 + 4 4 4 + + + + + + + e + + + - ! i
— | | | I 'R s S| 5
LSigu% de p. 155. Entre| los polinOmids‘cuabfﬁtigos-homOgénees-
EENnENNEREAS .axumzr.c. il A A L |
a6l arménicos lps pere los qué—2ak2¢ =0y es-decir .
- e + . — + + + + !

HEEEN .@(y‘f-ji)g_g.lni]i 0 O 0

mcpd_aib_ggnsﬁ, arbitrarie

itroriag.P. e. Dera as1,b=0 X -y ; pare

L0,be1 | 2xy, -Otros ejemplos sencillos se Logran ol bis -
~—car una funcién arménicg que resulte producto de une ??ﬁ?iﬁh{
lde la sola x, sea h(x) por una de la sola y, sea g(y). 18 |
‘(E@):Viene e ser | . -

O QO e L

'de 1la cual se d raver— y ' | 1]
0 s ool b S s | ] L4y Ll L leh | |_L 4 1afo]
SEEEEEER NN ONSPE; 1) B1 valor comin de los |
‘ hiny || BENEE

+ : 4 ! 4 ! 3 4 | fl 1y | } I | | | | | 1o 7*»#1»
~dos miembros no puede depend LZé;yTni de X,y es11q%g+>upg
‘const. m. Si p. e. m es positivo resulte fécilmente |
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SR A S (N (O S I W Bt NN O NN S S O . 5 o O (B = | Tl T I SO R O 5 7 51 S 65
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" Por la misma razén no pueden considerarse satisfactorias
las demostraciones elementales con las cuales Steiner queris
comprobar la llamada propiedad isoperimétrica del circulo
es decir que,entre las lineas simples cerradas de dada lomgitud
L, la que contiene el area méxima es el circulo.

' Como ejemplo de las demostracionaﬁd dadas por Steine’G M
he aqui la idea de unz de tal tipo.

1) ‘Se observa en primer lugar que cuando se realiza el maxi-
mo,el contorno C debe ser convexo (es decir el segmento AB que
une dos puntos cualesquiera A,B del contorno C no puede contene:
puntos exteriores a C). Si en efecto no fuera asi,si la cuerds

" AB no es interior, reemplazando el con-
/ i torno C por uno de los arcos AB y la
! N cuerda AB se lograrfia un contorno me-—
'] —— i
Cl y nor que encerraris una area mayor.Alte-
% § rando en una semejanza hasta que el cor
‘ﬁk rad torno vengs a igualar L, el area crece-
Ny ' ’ s ’ 3
N — rila,y tendriamos una linea de longitud

L que encerraria una area mayor.
2) Si sobre el contorno C se fija un punto A, y se determine
luego el punto B del contorno tal que los dos arcos AB tienen 1le

misma longitud,decimos que las areas Sl y 82 encerradas entre cs

da uno de los dos arcos ¥y la cuerda AB son iguales. En efecto,
=N de no ser asi,sea p.e. S. la mayor. En-
r " tonces se reemplaza §

pPor el area

. 2
' Y de la figura simétrica respecto a AB de
y la que encierra el area S.. El contorno

X
. no verfia, y el area crece.

3) Cade uno de 1los dos arcos AB ahora considerados es un se-
micirculo de didmetro AB. Esto se comprueba demonstrando que si
P es un punto de uno de dichos arcos, el dngulo APB debe ser

' recto. Supongemos asi no ses; 'y constr
yase a parte un tridngulo rectdngulo
A'P’B’, rectdngulo en P tomendo A’P’=
AP y B'P’=BP. Se construye luego sobre
AP’un arco igual al arco AP del contor-
no
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C; y sobre B’P’tin arco igual al BP.El
arco A'P’B’ tiene la misma longitud del
APBjpero la nueva area comprendida entre
dicho arco y A'B’es mayor de 1la compren
dida entre el ‘arco ABB ¥ laz cuerda ABj;porque ,de las tres
partes de las que se compone, dos son iguales a lascorrespon
diente pero una es mayor(debido a que un tridngulo rettidngulo
de catetos p, q es mayor de un tridngulo no rectidngulo com &%
dos lados p, q). Iuego completando por simetria la figura
modificada, se obtendria otra con el mismo contorno, pero
de area mayor. ;
A primera vista demostraciones asi parecen satisfactorias,
perc en realidad no lo son. La demostracién no tiene VBlor
mayor de la de p. 155 bis donde se comprobaba que el max1mo
nimero entero es 1. Aqui en realldad se  comprueba que |, s1
existe un contorno que brinde el mdximo, debe ser una circun
ferencia.Pero hasta no se demuestre que existe un contorno
gque brinde el mdximo, la demostracidn no es conclusiva.

La propiedad isoperimétrica del circulo puede demosgtrarse
de manera satisfactoria de otras maneras, p. e. demostrzndo que
entre la longitud L y el area S determinados por una linea&
simple cerrada susbsiste la desigualdad

A\
L 7S 2o
¥y que el signo = rige Unicamente en el caso del circulo(de

modo pues que en todos los otros casos
(5

SK = L arex o e 6
$ 7
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2) Superfic1e de area minimsi Sea dﬁdo\en el espscio un con-
torno &&&&&&&&5&&&&&&&& &&&&&&&&&&&&&&&&&&& SImp1° cerrndo

] i Se
ﬁ. rhue se pxoyﬁctJ ! gon<1mente gobre el pleno xy segin la=-
! | lines )Fde P. 149. Entre les  superficies T 1
| ERZTERR " ENEEENERERERRRTITE

que purden extenderse dentro del contorno '-:e busck (12 de| aree
‘minina(problema de| Flateau, ya considerado =1 principio del | |
curso, de un punto| de vista distinto). Fijada 14 éupcrflcle,

-(5]) el ares considerado es

T{=[[ V1 per oy
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Quedz asi comprobado lo enuncizdo a p. 159 i

Para indicar un ejemplo nu vo de superficie e area minims
‘busquemos &quelles gue son regledes, y mfs precisamente
son conoides rectos, es decir cuyss generstrices son perpend
euleres & una recta fija(eje). que adoptamos como eje z en
un sistema cartesiano ortogonal. Iz ecuscidn de un conoide &
recto en estas condiciones es

Z =Y (%ﬁ;} (54)

siendo %/ una funcidn arbitraria de y/x) ( porcue las ecus
ciones dé una recta perpendicular a1l eje z son del tipo

z= a, y =bx, con &, b const; se obtiene un conoide rTecto al
suponer a,b variebles y funciones de un mismo parimetro,pe.

e. de p, de modo pues que HBLIDBYLIILILERELELIELIREER 0. = PR

g
%
-

£/ "( | ‘. - . 3 o ,
VC,Aggg$,s§ logra @a ecuacidn de la superficie eliminsndo el
parémetro @ entre las dos ecusciones

bob)u = bz |
y el resultado de 1z eliminmcidén es precisemente 1a (54) ).
Tratemos por lo tento de deteeminar la “# de maners tal gue

se cumpla (52). Ahora

Vi
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‘Ilamemos provisionalmente + 2l argumento y/x del cuzl de-

pende la funcidén *# (Egta tiene por 1o tshto que satisfacer

} | ey 5 5 8 Ie } |
a le 'ecuazcidn diferencisl de 292 orden
\,‘\ 11

s 1,/ | ‘I (f“~ -
! 2 -t o ~— L)
L o L/ T |

Ahors bien 4 o
!»F :u )
M Lllap
1 ot
P At

se dntegra en

4 ! . p
A = J _ L £» PR
‘(_ -} L ol w— - 11
SERE 7 B S e AT F
(A const.) es decir N
¥y luego ,
A } d_ -y
Y =/ oxre? U405

siendo B otrz constante =zrbitraria.Por lo tento la ecuacidn

(54) es

LMV S| o D (55)
| | . 4
Desplazeando el origen & lo largo del eje z la constante B
puede hacerse igual a cero:la eguacign

_ z= Al arc tg (y/x) . .~ (56)
representa como' es claro un helicoide concide recto de eje
'z (superficie de la escalers de c¢sracol, lugsar de las rec—
t2s perpendiculares bajadas sobre el eje 2z desde los varios
puntos 'de uns hélice que tiene el eje 'z como eje: en efec
to si la hélice tiene ecugciones paremétricas 'x=Rcosu,
y=Rsen u, z =Au, le perp sl eje z decde el punto de par. u
tiene ecusciones z= Au, y/x = tg u, y elimin=ndo u results
precisgmentels ec (56) . Encontramos asi el helicoide' co
noide recto como sup de ares minimz, y antes bien como 1= 1ié
nice sup de ereaz minime que es al mismo tiempo un conoide
recitos
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£ ' gej , diférencia i

b pr ﬁkéd des loecales d__E y| guperficies, etc., es de-
j; _L‘i bﬂoﬁi de un dip nde ng,uﬂ en‘torno del’ pun;; quq

{ onsider .mo de 1p Tigura_en_suiintegridath 'pie.;
ks lla;t ori sﬂci ds JOQCQP&OAMGS sencillo'de
o urdez pﬁfér df a rect lténgente o de cur -
e atura: sobre ello@»né %leﬁe ningdn’ ir flujo 1g- %ormald? aa
1 ourve eﬁ*un punto:alejapo igl—buntOIqhe serestudias o

Y mismb‘péra*el‘planbItsngen e'de lunal superficie en pun“

Ltaben la geoﬂetriw algebraice(éqdudld e lag curvas, su |

to, Es unes circunstancis muy distinta” de la- que §8 presen

ﬁerficlgs, etc algebraicas, es decir definides por 'ecusciq

| nes algebraicas, logrades al anul?r pollnomlos. F(#,y)*o“
| P(x,y&,2)=0) donde las flgurﬂs se estudian en su integnll
- dad y no localmente: p. d. ya len la;nocfon de orden Pebal

e una curva pPlana algebraica C, cuando -se habla del orden

+como, del numer¢ de las 1ntersec01ones con una reecta gené

rica del plano: esas intdrsecciones pueden estar muy lejos

entre sf. Lo dicho no quita que en geometria diferencial
a vecds se consideran cuestiones de "geometris diferenclal

’en grande" eg decir tnles que, aungue tienen su punt? [~

. salida en nociones de| naturaleza diferenclal,vrecién

plantean al cons1derar uns figura en su 1ntegr1dad. Indico
un ejemplo de cuestiones de| esta. naturﬂleza._ |-
Bl mismo consiste en el 1lamado teorema _de los cuntro
vérticedt& relativo a una curva planal"y mas p*oéfiﬁﬂﬁ%'
%6 = un Svelo ,es dec1* una| 1inea” cér¥adal tal gue ningung
rectp lal corte en mis de d0° punto”.Suhondre guel aspé
dotfdo de tﬂnnonﬁn¢ Fapris blpe cond conflnuldpdﬁy aug mms
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t ciones x(8)iy(s) tengonderivadap ermnaﬂqrcon*3n¢ah* |
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| Tog puntos

‘o con?&n“or ‘neemente mulos ) L LT 11 [ Una elipse
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ng una. lmnpa I un e unto P s llamalun vevtice ouaﬁaoiyn

lﬁ”curvaturg %jenefunf_xi'o o unjmfnkﬁﬁ relgtiy.! kA
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kualmentg un| punn LIgde'ﬁun $iknd0 dk/ds|=0 no se| avérigue

| ni mnx;@94p1fgip;mo *diré un aa valor pstd 01ohqrio, para |

| | cubrlr todas e"tn‘evet °11d1des. P. Ce en un vértice dei

' | | une elipge| &&h&&&& segin Jlo cen01on comin, | tenemos efe¢t1v

| | mente un mfximo olun minimo: ¢oda punto de un afrenlo |

A S ( k= congt, ¥ 1lyego. dk/ds =0) ‘hay que congiderarlo| como un -

vértice gsegin g definieidn dada. - 1

Bl te orema aludido expresa que ent lap hd“6t931a hechﬂs

t—gobre cada dvalo existen por lo menos cuastro vértices . Ta
nocidén de vértice, de dcuerdo con la def. dada, es| egnicta |

“mente Tocal: sin embargo| el teoremg se| refiere a|toda 12 cul
va considerads en si conjunhto. |HE |agqui 13 demostricidn.

| | | Hay| cue teher |prelsentel e sel debe eocrnpropar-le exigten——

_c;c‘gp.por lo menog 4 wérticess ei gettreftara der dos el gsunto
es mas freil:len lofeeto, ol verisy = entre Oy 1g, [donde Yl 4mo

&lal Lo lonsitud totel del Sy o, tir funcddn & k(&) [continial
tiene un miximot yun WWHWMO(OV e cada unp |de A{Wn?'dkfdﬁzC.’
Sean portip tgntol A,B CU,‘V!ﬂ'.nAﬁ’ cuva evigtencin |va ;o_

[sulta comprobadsisean x=x(s),| y=i(s)| las pcu- nwnn~~‘l~rﬁmn+rv

cas(en coord caort o*‘) yeiendpd el #rco s contzdo a partin
| desde luego /de un| gunto fﬂgow[%\ﬁwﬂpvﬁ que y(? *"(O), ¥y (g )=
; ._y(O) ) . 8uponga, si posible,que no existan otros vértices: entor
‘ _ , . | |eceq en,nln:uﬂo de los atcos AB, eveluyendo log
7 ,_extremOSvln.<,_dk#Hs se ‘anula §; ¥y por 1o tanto
conserva en el interior de cada wno de los 4i-
-ehos arcos un signo constante. Fijo les ideas st
poniendo el 6v 1o Tecorrido en el pentido] de
1z flecha, ¥ que m*V1mn y minimo | tengan lugar
reép;*o‘bn los hmﬂLOh‘“ ¥ U'nn ﬂncav jiendo, k m¢fxino en A
"y minimo enl B, v k(s) [por] 1o |visto mnrofdnr en el areolcolo
“f‘o, no nO(r’ ser gue ﬁﬁbfﬁﬁﬁnnfo, de& florma que| kiL 0
E“n P’ ’rco Cﬁ’nv*“o. andlpogemente k! >@| en| gl . otro lsreco..
Jyonﬁn,,noy fomar |como pje lde las!x lla lrecta-AB (pue por
hipdtesie, al tratéires do.un dvelo ne corts 1 eurve en otros

| :)un“uo:-;,) i entonoges-uno de los- dos arcos, digcmostel colorsdo |
Lelstd tpor grpipat del-eje x, ¥y el otroppr debajo.En el prime
Yoy es positivey en |l spEnndo hegativa. Ia! intesrhl '

fy()k,moh | | B

!oxﬁ€_“i6.& &&&mﬁ“bﬁi&ﬁﬁ 'del] qrigen M de log arcos (cml al
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s od_ i
pondré e es tercer vértioe C 2858
rad N el cos0 opuesto se razohssd

Supongemos por lo tanto(pare demostrsy que no es posgible)
que existan tan s8dlo los tres vértices 4,B,C . Si en el 8Te0
AC(en el interior del caal por hipbtesis k’'no es nule) y en
el arco CB(id. id) el signo de k’fuers el miemo, podria repe
tirse el razonamiento de arriba, y se llegerfe s uns contradioc-
cidn. For consiguiente en dichos doe arcos k“tiene signos o-

primero y positivo en el segundo.
Fero, como en el cavo snterior k“es positive en el areco BA.
Esto significa que al recorrer la curves en el sentido de 1=
flecha, k’serfa sf nulo en By pero positivo sntes de B ¥y des~
pués de B: por 1lo tanto no podris® k(s) tener un winimo en B

Llegamos asf{ a un absurdo, lo cusl compruebs 1so existencia
de por lo menos 4 vértices.
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BEA 2N

En efecto el plano oschlador 00n11ono el punto x,y,z ¥ las

de cobordentdas homopénoﬁﬂ_ﬂ, ¥ sz ,O_, yAzﬂ,J",:", 0: /8% 11¢

SEEEEDEELEBLS BEELLBTIEROLHAOED DrimerochBLIBSLERE oot ] fnfen

el planolconsiderpdoipor lo!tento ésted nol dele epntemer ol

terpera, 1p lque{ Bl impeider lnAphuﬂojéﬁ del plano en-coord

homogéneas) 1leya precisomente = 2 5); Ahore bien (1=

distencia deun nunfolﬂ(uw+lkk; -p z~»<l§2 dg 1a] cuy
1'3]1"

va- dell [plaho A se logra alleser cugpci on: del plano

len &la Tlamalda forma normdl, substithyendo 1luego| 129 .c¢oonde

nfﬁﬁs&:'COTTiGDfﬂﬂrfOT;Ifﬁ de M: eéf disténcia es | por 19

G} ] 1 Zﬁ X 4—5 ZSAZ hﬂz' |

| ~ - ===
! i T a -fb*'C“ N |
(el sfigno del r°h10~1 40ﬁ~n60 de &o*wpnu Cpon del pWTHOj\_
Y. e¢$ por 1o tanto| jn1o“wnﬂianfp de |18 elecclion !dél punto
1) . |El lsignol que relsultsl paral 1: distancia eg el mismo Ppars
tados| log puntiog gue_se eneuonbrsn por une misma [ parte del
plano, A, y varis al latravesar el plene  .Ahors ilpn, ~1-eo

| "\. JE Alx)
AG X" ku+___x"+2 /\\y—hj | ,f'z’,

sidersr les ?unnlonas ¥,¥y2 'de u itenemos ~rﬂ«*a

4 _\'
ZC&EL }\1 -+ k,‘z v i
siendo EHZQ',QJ' infinitésimos de tcrcnr orden POﬁ rodnaofo
a hiIxepgg | ‘ w7l
LI | L 1 - - “. in o -5 §
)« l\/mm+‘> %0 +£ /G_‘;_jf*"*” )*i s A ;_”" 5
= — = 2 L3 S gl

i el |
~J‘nmo | jun 1uL.mv de tercer orden.El gigno de (y depende
par (10 tanto Wnicamente del signo de

4 x"+.’:7"+(1"
con$idad [Aistinte  de cero de 2umerdo con (3):se trate de
une |camtidad independiente de h, 1o gque POW“'HCbW 1o dicho.|
' En particular|,| si tomamos el plano rec ificantel, 12 cunx
va guede len proximifad del punto consifierado P por. una misg
ma-perte de ese plano: tompmos la normel prineipal poditiva

(b= Inormel ”Tlnclﬁ”1 es precisamente no*mﬂl al-plsirect) @t
1gil acisl el |sémiespaéipb donde estille curva. Eeto £ija




U) P )

el sentido| del wersor N Por fin|, el sentido|/de b, s decilr
de B |[se fija al pedir gue el triedro tnb sea ordééntsdo |como
el de los ejes xyz, es| de¢ir, como| generalmente se ¢onviene,

H
es x4y,2z couperrnibles a los |dedos

en sentidol directio(e}j 3 2
‘pulgar, Indice, medio de la!meno ! derlecha, o- Lo gue!lda 1o

N

y
miemo—  medio;indi e sl esPr 4 1a—i 'w)_]';:-jr‘('i_r:\.
Siendo zgi completamente determin-dos ltosttres (versores T
0

I‘f, B, 1=8 'f")"f"'?&.g "T‘._fs'»*rw"-“j- de ?jﬂp‘r"."\‘f‘i de Frenet= Sr:.'wvn't)‘

tienen el significado siguiente.Cada otro viector puede re
nrecenterae como un: combinscifion lineal del esos ‘T‘T‘OC‘( eq
LT? .4-1. L oOf J1 ! LAOHR0 LI l &L LIl ! 1 o 2l TS 3
decin eg| completamentel individualigadps | per sus compot

-~ - E | o e~ IR N TR e ) S [ W - Lo il R s ]
x.f;'f‘t."?'ltag a [log| tres |T,N.B).En particular esto | rfiige | de las
vechdires| denivados |de esog tres con respecto 2l preo.las

4 - -l b
formula gon log lsicnientes!!

e g = StadashFREOUemean e Toe 3
Bn egth ¢ férmulas T | indiceon Yespectivengen Los| 17 1io
Ud' curvetura, o radios de Tlexion y

1

el primern v de seg

%o:"'ién.Thvxx do. que la curvetur en P 1 v .

del la razdn entre el Zngulol de 1: a en B y de| 1la
tangente enunlpunto p2 Sximol B |de wrva v ell areo
?{-,-‘1*-‘ Soeus ndo 13" ‘; ende o }?’ toms t‘}(\(_‘ CONE g 1’1’*: emen

; p o] S 3
s en voYor zbeotuto{ de menera-rque r] nunecs ée nege tivo).

1 ]
1o torsidn en P T/ T getdefine de menere andloge, el consi

i
derdr (el Angulo de

ot planos osculndores en P,P.en Iungay
—feol—éncenlo entre 1-s tengentesg , con 1a variante jque| se te
) Por To tento el wentidotde N mo tdepende del pentidolen '

|
aue se miden sobre 13 curva | lps arcos positivos, o diferencie
J

de o que pasa parg el veator| T

En | chanto|a B, es clano gue ,10 miegmo |como P,| su |senti

- s ! . .
do varis eon é1 de los arcos positivos.
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TE 0 permite espejar racionalmen
| por| esto| se ccnvinc e’ tomar
t¢.Bn cambio } (4) expresa la ¥ ¢
-_Mhd_jgﬁminrdo. Sl & _L_,I S5
‘ i b_de_}a_ﬁor n. unto .
}»‘J ometriéeuPodria tpnerse»l duda- gue
~[jen que ‘se -cuentan p081#1wam nte log am
‘r—mismo”se*thvolen cueite‘en algunes HRAGS
(embaﬁpv no gs asf, como! Yedults lohservando
i Tfrmula de Frenet en formd yvectoriell AB/as .
K r diché sentldo B namwuﬁfaqylluegokdB/ap y T
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Pasamos ahora a la teoria de las superficies.Generalmente
la superficie (S) se supndrd dada mediante una repr. param

trica en

Las tres

coordenadas ecart ort..
x=x(u,v), y=Y(u,V) y2=2(u,v) i .
funciones de u, v se suponen analitieas,aunque s

veceg es suficientes hacer hipdtesis menos restrictivas ,
es decir suponer que tengen cierto nimero de derivadas

sucesivas continuas.

Las mismes funciones se congideran

en ciertos campos de variabilidad de los pardmetros u,v,
es decir- si se imaginan u,v como coordenades en un plano
auxiliario - en convenientes regionesﬁge este plano.
h ] e
]
£/ \' 4 -
el | =
x :
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| 2, ,
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tales que

X AI, . 44 } ! ¢ 7 | rp= L $ ot 18 iy Oy f = { . . (4)
Por otra perte, en un dado punto de R sea no nulo Pe €. el
determinante funciondl

%x

& |
La funcidén de cuatro varisbles u’v’ u" v"

J

distinta de cero para u’'=u,v’=v,u" =u,v" v sigue siendo distin
de cero para valores de u', etc bastabte préximos a elles, y lu
go en cierto rectangulo R’,interior a R.Si substituyo ese rec-
téngulo al rect. R, no pueden subsistir las (4): en efecto

de las dos primeras (4) se deduciria

tl/ «if! ] .
.

885 BEHETLEZHEEHELEIIBELPEHLLELLRE siende los puntos (u'v’),
(u" ,v" ) interiores a R.Pero de las dltimas ecuaciones seguiriy

‘j,(u,g te,72) _ , lo que se excluyd.

Los parametros &8&&&3&Hed& u,v desempefian particularmente B¢
bien el papel de coordensdas curvilineas, guando se realizs 1la
biunivocidad a la cual acabamos de aludir. Sin embargo, no
siempre es precisc gue tal biunivocided subsista sin excepcione:

representacién paramétrica pone de realce sobre la&
sup. S los dos sistemas de lineas
u= const. ;s v= const.
(lineas coordenadas ). LLemaré lineas u aquellas sobre las cus
les waria tan sdlo la u (es decir las v= const.);y anslog. 1line:
v aquellas donde varia sélo la v(lineas u=const.). Algunos auto-
rcs intercambian las dos denom1nac1ones.lﬁwgu5v Mpu, Pal®™

P.e. a esfera de radio R y centro en el origen O 11c
mando u a la ﬁtﬂuﬁ&ﬂ&m@&!maaﬁnzég%lgzkgxz%ﬁé) y v la lon-
gitud (dngulo del pimmo meridiano que pasa por un punto con el |
plano meridiamo fijo xz) &owrws o “efo . 3 qganm

TR AT X Cands oo & NathRicass M@ﬂ?_“’;mﬁwvahﬁywﬁ




y D)
;X e ﬁ J‘»[ Nu Cny J Y = R Ao 4 IV ! 1 |= Uyl e
] 3

Tas lineas u 'son meridiancs, las lineas v son paralelos. Aungu
se fijen convenientemente los intervalos de variabilidad de u,v
D.e.

, U s KL ST =T lczah | - 35
la corpgéﬁﬁagenc a entre los punpos de.iﬁ“%sfera y los pares (u,
v) no esy¥iunmivoca: p#zz&. por &%&p cads unoc de los polos pasan
todas las lineas u . En general, cuando la correspondencia es |
biunivoca ,los valores de u,v en un punto de S son d=dos por
las 1{neas u=const. ,v= const. gue pasan por ese punto.

Una linea sobre la& S puede representarse mediante una
ecuacién F(u,v) =0, o bien representando u,v como funciones de
un parsémetro . bt e

Fijado sobre S un punto P(& u_,v_) si considersmos sobre §

’ 0

las varias lineas I gque pasen por P, y &&& sus ecuaciones en
1a forme v=v(u) - siendo por supuesto N (u )=v_ - las lineas
para las cuales dv/du , en P tiene un mismo valor m son todas
tangentes entre si, debido a que la recta tangente a una de
dichas lineas en P es la que une P al punto impropio de ccorde
nadas

T

X, +m 2 { Lslne 2y 2 Q (5)

e

Por lo tamto, fijar una recta tangente en el punto P da lo

mismm como prefijar el ¥alor de l= deribwda dv/du para u=u

Puede agregarse la observacidén que el valor de m gue acabamos
de considerar desempeila el papel de coordenada proyectiva en
el haz de las rectas tangentes en P, debido a que desempefia
tal papel en la puntual impropia descripta por el punto §5),
la cual es seccién del haz de las tangentes.

Un sistema ' de lineas sobre S puede representarse median
te una ecuacidn

F(u,v,c) =0 (6)

en la cusl aparezca una constante arbitraria e¢. Muy a2 menudo
un sistema ' de lineas se obtiene & partir de uns ecuacidn
diferencial ordenaria de primer orden, resuelta con Trespecto a
la derivada primera /

ol

— T
[’[{1

Wl pg. P R dopon oLkt
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Cambio de coordenadas curvilineas . A veces, conviene, para
una dada superficie S& efectuar un cambio de & coordenadas
curvilineas,poniendo

usu(ul,vl) 3 v=v(u1,v1)

endonde las dos funciones que figuran en los segundos miem-
bros son p. €. funciones& analiticas de dos nuevas varis-
bles u.,v. . De tal forma las X,y,z vienen a s€r (a trakés
de las u,v) funciones de u,,v., 5 ¥ estas actian como nuevas
coordenadas curvilineas. LM '

Se sobreentiende que el determinante funcional

(5.4
?(, G, ":)

no debe ser idénticamente nulo.Luego, localmente, puede tam
bién suponerse constantemente distinto de cero, y las férmu
laes & anteriores de invierten eh las

u,=u, (u,v) 3 V=Y (u,v)

Si, como caso particular - _

u=u(u, ), v=v(v1)
las lineas coordenadas no varian.

En particular, se efectuan a veces cambios de variables
en las condiciones siguientes.Se tienen dos sistemes 7 de
1{nees, <. y <, ,sobre la S ,dados respectivamente por
las ecuaciones
| Y7 - b
en donde llamsmos ahora u, y V., los dos perametros que figu-
ran respectivamente en las dos ecuzciones.Desgpe jando de
este sistema las u,v, resultan ecuaciones del tipo (0):luego
pueden tomarse las u, ,v., como nuevsas coordenadss curvil&ineas
(en una regidn conveiiiefite).Se logra as{ que los dos sisted
mas && dadogs actden como sistemas de lineas coordensdas.
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Si se supone& p. e. satisfecha& la condicién de Lipschitza
..etcGéﬁ&@hﬂ%@é%ﬁkéﬁﬁggﬁiwqa¥?, puede comsiderarse una regidn
R tal que exista una y una sela golucién de (7) que cumple
con la condicidén inicial u=u ,v=v : es decir(lograda la biu-
nivocidad de la corr. entre fos puntos de la sup S y los pa&i
res u,v) por cade punto de S pasa una y un2 sola linea &h&e&ELH
integral (linea v=v(u) con v(u) solucién de (7)).En otras pali
bras se logra en S un sistema de& curvas del tipo (6).

El significade geométrico de lo dicho es el siguiente: si
para cada punto P de S prefijamos una recta tangente t (con
restricciones equivalentes a 12 que a la ecuscidén (7) sea
aplicable el teor de existencia etc) , queda definida sobre
S un sistema o de lineas que pesan por cada punto con la
tangente prefijada -~ X e

Una de las primeras nocidnes relatives a una sup es 1la
de la lleamada primera forma(cuadrdtica ) diferencial.El cua
drado del elemento de arco ds de una linea I trazeda sobre S

es (ceonu M ed =t )
ds = dx2-. dy2 - d22
= !’,./Y ,/, ",y',/ / y [ ‘ l /
Z "/( i A c/ L 7
4 . L.i /_ ./\ ] '/ J
O o~ et
Cl= 2[4 T . Ta 2,
/ pd5 - I:\ W 2
5 >
}
AP/
7 L
5 g R
o

Debido & su significado geométrico 1la forma diferencial

(8) , en el campo real, no es susceptible de valores ne-
gatives, antes bien es necesariamente positiva para pares
de valares no ambos nulos de duy; dv.Se trata luego de una
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forma cuadrdtica definida positiva , de modo pues que

L= r— | N —

{) \
| - [ - A \

Es la llemada primera forma cusdrdtica diferencial& de 1la
superficie considerada. - 7

Yea p. €. S una sup de rotacién alrededor del eje z: para
un punto genéricoPde la misma sean U el radio del &ess parale
lo y v 1a longitud( dngule del plano merid por P con el planc
meridiane fije xz).Es claro que

x = U

si z=f(x) es la ecuacién del perfil meridiano en el plano xz
Entonces, con respecto a los pardmetros U,v

ot - SR
A=l AT T

(f°= df/dU) es decir
{)

Podemos obtener otra forma del d52 si, dejando inverisdas v,
reemplazamos U por otro pardmetro u, funcién del mismo(y no
de v), a2l tomsr para u el arco de meridiano (contado a partir
de cierto paralelo)Z‘de modo que &&d&& en el plano xz para el
perfil meridiano &&& z=f(x) du es la dif del arco, esto es

du=auL dz° = dUzwfx L Tenemos as{ el cambio del pardme

tro U definido por

e (103
Es claro que, al usar el nu vo par de p=rfmetros, el ds”
q ? L L o
toma la nueva forma

' -~
ol = | = U

siendo U(u) la funcién de u inversa de la furcidn u(U) obten
dg mediante 1la(10) [rads M parctl. o fon el AL FrPRLE ety
P. e. para la esfera de radio R[figura) 2z - | K<’

-




L (e : 1 f e Si
en lugar de la longitud u del arco de meridiane introdujérea
mos la distancia angular u, como a p. 199(entonces llamada
u), tenemos u=Ru1 y ¥ la (}1) se escribe

o bien, reponiende u en lugar de uq

(en la cual u tiene un significado geom. distinto && que en&4§
£11)) !

Como se ve en los ejemplos considerados, el ds de una
superficie S toma un aspecto distinte de acuerdo con el sis
tema de coordenadss curvilineas que se adopta, logue eg claro
a priori. Tampoco es suficiente, para determinar el ds , pre-
fijar las lineas coordenadas, debido a que un cambio de pard
metros del tipo u=u(u1),v=v(v )y aungue no varia las lineas
coordenadas, varia geiieralmentie el ds¢ . En cambio es clarc
que, si cambiamos los parametros curvilineos u v en otros

ul vl al poner B

el d82 calculado en log dos sistemas , aunque tiene dos as-
pectos distintos, es el mismo, debido a su significado geo
métrico, es decir, si }o llamamos resp. te

”

/ - o'l -
ik . '

/‘

L |




tenemos idénticamente

4

EO/I/ T 41 /; {,‘/" /: e A//."' /" L 1 s /' ,7» f

> oV 4 dsr T, A, O

= : 3 1] i / J J
En otras palabras, se pasa del ds2 en coordenadas curvilineas
u,v al ds° en coord curv u,,v, al efectuasr materialmente
la trensf.(13) . P I

Las dos formas cuasdrdticas resultan equivalentes , en cuan
to ¥lémanse precisamente equivalentes dos formas cuadriticas
del tipe (14) cuendo pued?lsasarse de una a otra mediante
una transf. del tipe (13)

Para el plano,p. e. z=0, si tomamos u=x,v=y tenemos

j,:‘)\f (l,u‘ 3. '-T Al / (457

si en cambic tomamos ul,v1 dadas por las cpord polares, es de
cir

x=u,cos v, ;j &‘yzul sen Vv

1 logramos
_1{5 = (11@ +(z;‘v~1/ {!;1
ILas (15),(16) nos brindan por lo tanto un nuevo ejemplo de foz
mas cuadr dif equivalentes.En cambio ellas no son eguivalentes
pe €. a la (11), como resultard implicitamente de los desarrd
1los ulteriores de este curso. 5

El1 hecho de gue 1las dos expresiones del ds para una mis
ma S, en dos distintos sistemas de coord curvilineas, se tran:
formen idénticamente una en la otra puede expresarse al decir
que la forma considerada tiene cardcter intrinseco(depende
de la S, per no de las u,v, en cuanto se imaginen los diversos
aspectos de dicha forma precisamente como aspectos distintos
de une misma forma en varios sistemas de coordenadas curviline
as), debido a que efectivamente depende tan sélo de la S.

Ademds ,puede decirse gue dicha forma es invariante, en el
gentido de que(debido & su significado ‘geom) no varia al sub
stituir a 1la § otra sup. igual, o -lo gue da lo mismo- al refl
rir la § a distintos @istemas cartesianos ortogonales. <

(1) Dos formas cusdr. (14) generalmente no son equivalentes,
como resultaré. El resultado es plausibke¢ debido a que si tra

§ramos. 09, I aR8TRTAT (1395 (HAA1BR8m pRHE" RS EHARRE 1 87

dos funciones u(ulv1 ,v(ulv1 tres ecuaciones
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He dicho que el ds~ de una dada sup puede tomar agpectos
digtintos, en &&& distintos sistemas de coord curviliness.
Viceversa, desde ahora observo( y sobre el asunto volveremos
a continuacién) qge es posible gue a dos superficies corres
ponda un mismo ds . p.e. si cansidero un cilindro de rotag
cién de eje el eje z y radio unitario, puedo splicar le
diche a pe. 205, siendo ahora U(u) =1 ; la (10°) da

b

aa a5t = aullav? | 1s)
de menera que reencontramos el mismo d52 ya encontrado para
el plane.

Si considero un_cono de rotecidén, engendrado por la recta

et 5
< = (e /

OBSERVACION. En relacién con el ds2 pueden considerarse so-
bre la& sup. S(anal.ca) las llamedas lineas nulas o isétropas.
En general, una linea I del espacio (prescindiendo de si perte
nece o0 no a una sup S prefijada) lldmase muls o isétropa cuan
do sus tangentes son todas rectas isétropas(apoyadas al absolu
to).Sim buscar squi Ta representacién analitica mfs general de
una linea isétropa podemos convercenos ficilmente de que seria
factible encontrarla.En efecto,8&d&&& imeginando intruitivamen
te el plano osculador en P como plano de 1la tangente en P y de

otra tangente consecutiva, es claro que para I isétropa el pla
no osculador en P es isdtropo(es decir tangente al absoluto);
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Yy viceversa.lLuego para encontrar de la menera mds general una
linea L isétropa, se comprende &&& que puede llevarse por
cada tangente del absoluto un plano arbitrgrio, y buscar lue
g0 (con operaciones de derivacién) el punto segundo caracte- '
ristico de cada uno de ellos(punto comin 2l plano, y a dos '
otros"consecutivos) .Excepto casos de degeneracidén, este punto
describe una linea que admite como osculadores los planosdadps
es decir una linea nula. y ~-Ba el ebbe pttbiexle riny Las ‘
4&@&3/nudaewzraaaﬂh¢4anbr¢os 4~1o largo de tal 11nea(§§wg&é;
jpu fhyp Odfre=lo =21%4B&L&EEE 2bsoluto, llnea gue tiene en coord
homogéneas las ecuaciones x4-0, Xl X+ X = ¢ /| tenemos nece
satriamente
Y- "_J_
(e8&&sbLlbdR588E poOoTquUe las Loord X, XX del punto impropio
de la tangente en un punto som _prop. a d; ,dy,dz).Iuego a lo
largo de l=s 1ineas isbtropas “*Jfﬂ J

LA 14 (17)

b

Ia (17 ) es una ec dif ord de primer orden y segundo grade en
dv/du para v imaginada como funcidén desconocida de u. Ia
ecuacién no&& admite soluciones en el campo realjpero si en
el campo complejo.De la misma podemos despejar dv/du de dps
maneras distintas

o1y

giendo

Se logran asi dos ec. resudktas en dv/du, y cada una de ellas
Ileva a un sist 0O’ de 1ineas isétropas(p.201) .Se concluye
ael que por cada punto de la_sup. S pasan dos lineas isétropas

P.e. si S es una esfera,sus propass rectas generatrices son
rectas isétropas,de manera que los dos sistemas de lineas que
acabamos de determinar se reducen a los dos sistemas de genera
trices.

El resultado logrado era previsible geométricamente, de
bido a que el cono isétrope que tiene su vétrice en un punte
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genérico P de S corta el plano tangente en P en dos rectas;
al variar P, cada una de ellas describe un gistema de rec&&
tas tangentes, y se aplica lo dicho a D. 203. 1
Obesérvese £4283888&8& que las dos ecuaciones (18) son
distintas entre si, debido a (9) .Si admitiéramos ain super
ficies S no reales, la (9) podria dejar de subsistir, y Do
drfan lograrse superficies con un solo sistema gistema de
1ineas isdtropas.
Si se adoptaran las lineas isétropas sobre 1la sup. (aho
ra nuevemente real) S como lineas coordenadas, la ec. (1%)
tendria que iintegrarse en u=const. v= const., es decir re-
ducirse a du dv=0, de modo que seria idénticemente
2 E =0; G=0
y por consiguiente
A { ,
(Para realizar materialmente la trasnf del ds® s 12 forma
(19) ,si se integran las (18) en la forma ‘

g1 U

habria que realizar el cambio de parémetros

P.e. para limitarme al ejemplo banal del pléno,en coord.
cart ortogonales u v, la(l7) viene a ser

de modo que las (18) se integran en |

Pondriamos luego ulzuaiv ,vl=u.iv y logra-
#iamos

2
ds = duldvl. )

(1) Es claro que en las condiciones actuales deje de regir
1a (9), gue substistia en la hipétesis de una superficie
no sélo real, sino referida a coordenadas curviliheas rea-—
les, como es Obvio.
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Dejando ahora las lineas isétropgs pars volver a las con:
sideraciones generalgs sobre el ds , observamos gue,si se
supone conocer el ds- de una superficie, pueden efectuarse
sobre la 5 ciertas mediciones, sin aprovechar n=da m’s qus
éicho ds .

1)Dados sobre s dos puntos (u v ) (u,v,) sobre una dada
1inea wv=v(u), puede calcularse 18 Jongitud de esta 1inea
entre los puntos dados, debido a que es suficiente calcular

(74
A s
1 s | (,‘,‘ A4+ 4 ol % 4
Vi l+9 I S < ( ‘ Led

Ya resulta posible por lo tanto medir los arcos de lineas
sobre S. [ : :

it 2) Puede calcularse el dngulo (p. e. agudo o como ¢aso

‘JL gﬂimite recto) de dos @ineas I, L 'gue $&&&eh5ELL4HEELEELDEE

= se cortan en un dadé punto P &&&&& (es decir, el dngulo de

sus tangentes en &P). Es suficiente recordar de lz geom ana

4885235885638 1a férmula que expresa el coseno del dngulo®l

de dos rectas en funcidn de sus cosenos directores. Si 1lla
mamos 4,0 las diferenciales a lo largo resp. de L,L°, te

nemos \ \
A ] }
0[2 U 4 ?,',' VY 4 dz d2
(./{’) C\) o ——————_—— e p—— S ammmmm e S S
[t T “;' ) T R S EEnamen
o - ‘/: - | IS N 'S — A -
-4 J'/! 4 VY ) ) AT I p AN
’ . r A A
(/)(:, {[u + 2, (;.!'1, LB ICE™ St VI 4
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e s _",_/""V 1 : 7 3 A ~ A :
Eiddbc o F [doivs Vo] & oviV | |
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Podemos observar, de paso, que la (20) da = conocer la con
dicidén para gue dos liness sean ortogonales, ER&LREAZGLRE

\ o \ rl ’_
EO‘H‘.[;’ += " (/JL,_, QJ/VJ‘}J\, k\ ) F=d 04

de modo que, en particular la condicién para que las lineas
coordenadas de los dos sistemas resulten ortogonales( o for
men como se dice un doble sistema ortogonal) es que la = A
Ultima ecuacién se cumpla para (p.e.) du= V'V =D ¥ dv, Vi
arbitrarios, es decir &8 B E
F =0 LI 2 3

(véanse p. e. las formas del ds“ plano (15),(16) , o la
esférica(1l2) o més generalmente la (lo) de las superficies
de rotacibén, donde las 1{ineas coord eran paralelos y meri
dianos, los cuales precisamente )integran un doblie sistema
ortogonal). '

3).El elemento de area d (i sobre S puede escribirse

’ R > ~7
. Failll ¢ ! Y .
av = Vizl-F :

(de fgrma que también las areas se calculan, si se conoce
el ds™).

»

Vemos asi que el conocimientto del ds° de una superficie
S permite efectuar sobre la S mediciones de distancias, 4dngules
etc.y luego permite remontar a muchas propiedades geométricas
de la S. Sin embargo no puede llevar a todas, debido a que, come
ya se observé, puede un mismo ds” corresponder a superficies disl
tintas(p.e. plano y(lindre p 211).

Si imaginamos un velo flexible e inextendible adaptddo sobre
una sguperficie S y lo deformamos adaptdndolo o. ,como puede
decirse, aplicdndolo sobre otra superficie S’ las longitudes
de las lineas trazadas sobre S son las mismas de las correspon
dientes sobre S, de modo que el ds? results el mismo. Dos super
fetdes como las S,S’se dicen aplicables una sobre otra , 0 de
formables una en otra. Por lo tanto para dos superficies apli-
cables el ds“& es el mismo, y tiene una misma expresidén con tal
que se adopten sobre S,S los mismo pardmetros u,v, es decir con |
tal que la corre spondencia entre S,5’que procede de 1a aplicabiJ

lidad se aproveche para hacer corresponder a cada punto dE=H
YpLppete P’de S’aquellos valores que corresponden al punto corre
spondiente P ge la § “ i
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.{WMo(;u L{_A “Mv

ds

con el (9) ¢ .44

B e e e PP T T e z'_it*‘“‘.‘“rs'l'_

| - —

f)(veanse p. €. @ Dp. 211 el cilindro de rotacién y el cone‘
A de rot3016n cuyos é&&é ds< coincidian con d§2 planos.

X % En efecto, tomo el _helicoide conoide recto lugar de
las normales prin&ipales a la helice x=Rcosv, y=Rsen v, z=hv

— Ias ecuaciones parametrlcas de dicho helicoide son evidente

mcnte
X=ucogv ,y~ u sen Vv; z =hv

ae manera que, con respecto a los parametroq eripleados
resulta -

ds 2_— au? 1 ( u-rn} iv RE (9)_

(E1 hecho que sea F=0 wmede relacionarse con lo que las 11&

_neas uwy Vv son respectivamente las rectas generatrices del
 helicoide, ¥ las hélices trayectorias de los verios puntos

de une generatriz en el mov1miento helicoidal con el que |
puede engendrarse el he11001de.vcon respeclo a una cualqule
ra de éstas , lo mismo como para la considerada més arriba,
el helicoide puede considerarse como lugar de las normeles
principales, de manera que las lineas coordenadas sobre la
sup. constituyen efectivamente un doble sistema ortogonal) !
- Por otro lado, tomo el catenoide engendrado por la rota-
cién alrededor del eje z de la catenmaria % = A co

i
tenida en el plano y=0,.En este caso, con lag note ciones de k

P«205, tenemms U= h ch(z/n) ;
2 1 { _ \
du” = dzzl‘(hg:'j).f-)*.i] { .-;1-/)0'/1 = 0[ A~

jaur\hiwu¢ j&h MJMLme%qm&uw'fcﬁ é,&n“;
M,,l(_rcu W . 5[,3 Z_bukg /3 @y (K/‘A{“' | /{C«L

Gon 5 éj?t PRk

del coten01de, calculado con la (10" )p 205 01n01de luege
Obsérvese que en la aplicacidn 1las generatri |

.zm.g P s G i

ces del helicoide se extienden a2 1o largo de los meridisnos del
A n,jd- Lo vvw 1
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En relacién con la primera forma cuadr fund. aludo beeve

‘mente a las llamadas tranoiormaclones conformes © 1sogpna_ies
entre dos superficies 5,57.As{ llamase una correspond. entre
‘los puntos de las dos cuando conserva los angulos.-

. Supongo refererlas S,S‘a un mismo par de parimetros u,v,

.de manera gue la correspondencia se origine al llamer corres

pondientes dos puntos P de Sy P de S%cusa ndo proveden de un
mismo par u,v. Sean

27 Ay 2 Y DE Y

W

E/ C/[‘!vk 'f"-'t; .f’;"" {‘ ‘},f Vi~

las primeras formas resp.te de S,S7. ba férmuls (21) de p. 219
enseﬁ9 que si ‘ ' ' |

E:F:G = E1°Ei%G
la correspondencis- €s con%orme.
Vieeversa, si ls corr es conforme, a las lineas nulas de S

en cuanto sutoperpendiculares corresponden sobre S Hifneass
a utoperpendiculares y luego nulas, de menera que 1as dos ecual
ciones ol

' } YA ,.7/:,."#-. \.'\' [/tj =0
Z—'ddf‘l '{"‘-\ﬁlf«""“"»:U/t E/&/{I <A l"“ £ t /

tienen que| ser equivalentes, de forma que rigen las (a).Vemos
asi que 1las (a) son rnecesarias y suficientes para que 1la co&&
rresponden01a congiderada sea conforme.

Podemos deducir la p051b111aad de referir en tna corres-—
ponden01a conforme dos sup. analiticas cualesquiera .En
efecto }adirefedrdridassidds si sobre eada una de 1q§ dos adop
tamos a lineas coordenadas las lineas nulas,los ds” tomen

(e)

raspecflvamente la forma(p.215) el ts
T L Cerze qﬁ Jes
r '{J—& ay L.x‘.; _?".3.'. .". @)JCWW‘{

Inego si- adOptamos ul—uAgv =V [v/se consigue la oporcionalidad
entre las dos prlmera formas, es decir las (a)\—

P. e. si como S° se toma un plano , referido a coord. cart.
ortogonales u,v, se dﬁduce que para una superficie S siempre
puede redupirse laz primera forma al tipo
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siendo una funcidén gue brinda al mis
e ientes E,G. 4a forma (P) del ds
I 4 -

s i,V que llevan a ella parametiros

iy

smo. tiempo el valc
114 )

: isoter
2801

(5]
PO

gque un doble sistema 1s0Termo

iguales si se toma du=dv,

do de transf conforme es brinda—j
- A o’ —
Q0 :}O T ung ec .j: era S :fr&& una su p W = [}
lar i

.and p&i@&é& proyecta estereograf:
sde el polo No rte N gobre el plano T del ecuador.
Podemos verifica rlo como consecuencia de lo dicho de la

“e el radio de S .Si tomamos LOLERLEE un i
cmo a p. 205 y como u le distancia anguler y cofic
d, como a pP.20 tenemos 1) &

R‘L(tla;mvw{u/‘) il

cyo el punto (c) sobre el

.

ma cart ort

s L)
Ao o gt YA et
rectante tleneé ecuacloneg

?
plano xy.E81l | ra dio pro
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Luego L,,r,,G son proporcionales' a los valores de EmF,G que se

leen en In (d) Lz transf. es conforme.
OBSERVACION. Una transf. conforme conserva todos los anguloé, y
luego en particular los dngulos rectos.,luego también los dobleks
gistemas ortogonales. Si en cambio considero une trasnf NO con
forme entre S, S°, lograda al adoptar también shora los mismos '
pardmetros u, v sobre las dos, etc. lo observado a p. 201 sobf?
significado de dv/du comprueba que si P. P sondé dos puntos corkes
pondientes,las rectas tangentes en ellos a lineas homélogas dek%

)v

dos superficies se corresponden en una proyectividad. Si esta n§
es una igualdad( y en el caso actual no es tﬂl,pnra P genérico), i

se sabe por la geom proyectiva que existe un dngulo recto 'en
el haz de las Langenues en P al cual corresponde un angulo recto
en el haz de las tangentes en f'.blch por lo tanto la existencia
de un doble sistema ortogonal(Unico) de la S al cual corresponde
gobre S’un doble gistema ortogonal en una transf no contforme entr
3,5 (teor de Tissot) :

Ct

Volviendo a una trasnf conforme entre S,S5°el hecho de gue !
lod é&s< son proporcionages tiene el sigmificado intuitivo que

3

al varia r un arco infinitésimo alrededor de un punto P, el arco
correspondicnte varia alrededor del corr,te P’de mene tal que :
la ra zén de los dos siemprc queda la mlbma{pro varia de un punte
P a otro, por lo general). Por esto, ademds que por la definicidén
misma a menudo se dice que una transf conforme actua como una sen
janza en regiones infinitésimas
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No siendo suficiente el ds” para reconstruir completamente
la superficie, se considera también unz segunda forma cuadriti
ca fundemental ( La r=zdén por qué conviene estudiar la § sobr
dichas formas cuadr. més bien gque gobre las ecuaciones Pparamé-
tricas consiste .en que éstasvarian el pasar de la S & otra su@l

perticie igual, mientras que las formas cuadr. congidsradas
quedan las mismas.Como se estudian propiedades invariantes por
igualdades —[ﬁéase las consideraciones desarrolladas sobre la
geometria con respecto a un grupo}‘es 148gico tender a una re-
presentagidn analitica que sea la misma para todas las super
tficies iguales entre si) Pijo la normal positiva en un punto
genédrico P de S, y sobre la misma un vector unitario W, cuyss
componentes(cos direct de esa norma))llamo X,Y,Z. Introdusco
entonces como segubda forma cuadrética fund

—~— Yo, — <N

B IR S 4 A o W (O A

gue escribo

poniendo

Estas expresiones de D,D’,D" pueden escribirse &&&ded de
manera un poco distinta observando que, siendo el vector n nor
mal y el vector'iufmngente, 10 mismo como el vector-;' ,E es
ortogonal a los dos vectores X, 1%, de forma wmes que

S, X 7

Derivando:
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X
|
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Ias (22) permiten calcular los coef. de la segunda forma a

dartir de las ecuaciones paramétricas.
Es' claro gque también la segunda forma es 1ntr1nseca,debldc

&&&&&&&&&& a gue en su definieidn iniciel no se hace referenci:
a ningin sistema particular de coordenades curvilineas sobre
la 8. Ademds 1l= misme segunda forma es también invariante

lo que no es directamente_ evidente sobre su definicién, en 1la
cual aparece el vector & X que& depende del origen.Sin embsr
go si pasamos a otro origen( con respecto al cuasl llamamos &&

, el vector O]P, mientras llamesmos k &l vector constante OO1

tenenmos .

¥y luego

%
.
1

Por lo tanto dx,xdn = dXxdn , y se comprueba lo dicho.

Para el plano, adoptande p. e. x=u,y=v,z=0, las (22) dan
D=D=D" =0, de manera que la segunda forma se reduce idénticamer
te a cero( independientemente de la eleccidn de los parémetros
debido al cardcter intrinseco de 1la forma)

Para la sup. de, rotacién de p. 205 referlda a la longi ?
tud v y al radio @ del paralelo [ &-Lo- )7%-“3“» < |
v ey - Wl - HH

tenemos . ;
'{i = ¥ ,¥° : :,, =14 it £ é

™
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Hemos visto que para el plano 1la segunda forma se anula 1dénti
camente. ; Ocurre esta circunstancia para otras superficies § 1Ia
contestacién es negative.En efecto, &&&& si se supone gue sea S

una superficie en tales condiciones, la represento localmente
con una ecuacién del tipo z=f(x,y) .Debido al caracter intrindeso
de la segunda forma, la hipétesis sigue verificdndose. Entonces
.puesto p—f y etc., las (22) expresan que

RS S EPErS rzERnUEE SaRERLAD
MR A A REREEAES

Entonces f tlene derlvadas segundds idénticamente nules, Yy és por
lo tanto un pollnemio 11nea1 en x,y )y 7= Ax-»By+ C, lo que comprue
ba lo dicho.

Cabe preguntarse por lo tanto, para una sup S no plana , qué &
son las lfness de S a lo largo de las cuales se anula la segunda
forma(cwe stién andloga =2 1la planteada anteriormente para la primer:
forma, la que nos 1llevé a las 1ineas nulas: sin embargo en el caso
actual las lineas a las cuales llegaremos pueden ser reales).
gcuacidén diferencial de primer o

%c’[ﬁ - \j\ 0(,1:2} .\.3)”d1, 4= O - (‘L.);‘

pepresenta sobre S (céase P. 213) un doble sistems delfrfeas, reale;
o no.Estas 1{neas 114manse 1{neas asgintéticas de S. = De las misa
mas pueden darse otras definiciones.P.e. puede decirse que una 1{&
nea L es asintética de la S cuando en cada punto de la L el dabe
plano osculador de la L coincide con el ano tangente de la S
© bien es indeterminado, es decir o bien"la L es una recta frazada
sobre la S . Edte segunda definicién tiene 1la ventsjag que, como
es evidente, tiene cardcter proyectivo, y pone por lo tanto de rea:
ce que las asintéticas de una superficie S, a2l transformar homo
éficamente la S en otra sup S, se transforman en las 331nt6tlcas
de S (es decir que el concepo de 1{neas asintética es un concepto
proyective, Xo que no era evidente sobre la defincién ante rior
la cual estribaba en conceptos de naturaleza métrica). Podemos
asegurarnos que la segunda definttién equivele a le primera: obse:
vo gque en coordenadas corrientes [ % | s eon notaploneSAQViden
tes, el plano tangente en el punto P tiene ecuaciénlz ~x X ,2/) =0
de forma que su recta impropia es Ia qued une loq dos puntos im
propios

| T 1 1 4 : ! : ¢ ( n
(2. . 2. o) L | (,AJ.%, D | s) v 745p IN
v | A J i V RN
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Otra df que podrla darse de las lineas asintdticas es 1a
_81gu1ente, g&& como me limito a enunc1ar. Es s bido que 1la cor
tar la sup S &&&(analitica) con el plano tangente en un punto| |
__genérico P, sea w9 8¢ obtiene una linea geccidén I ,que tiene
en P un punto doble.En el mismo existen dos tangentes a 1a [
- reales 0 no, distintas o nofreales y distintas si para L el.
~punto P es nudo, reales y coincidientes si cispide, imaginariss
conjugades si punto doble aislado. En los tres casoes el punto
11émase,con 1= specto a la superficie,un punto hiperbdlico,
parabdlico, eliptico (ejemplos resp.te: un punto de una egfera,
de un cilindro, de un paraboloide hipe¥bélico z=xy).las dos
tangentes' a la L en P lldmanse tangentes principales a la S
en P. Pues bien las lineas asintdéticas resultan definibles co
mo lineas tales gue en cadz punto admiten como tangente una tan
gente principal
Sin entrar en particularidades,también observo brevemente 1p
siguiente. Una tangente principal en R (piénsese p. e. en el
¢caso en el gue S es una superticie algebraica) tiene (por lo-
menos) 3 de sus intersecciones con la I y luego también con lsa
S absorbidas por el propio punto P, por la cual razén justament
las tangentes ppincipales también l11dmanse tangentes tripuntas.?
Esto deja prever - lo gque precisamente ocurre- gue en general
un plano llevado por una tangente principal en P corta la supe
ficie en una linea que tiene en P un punto de inflexién, con
esa tangente cono tangente de inflexidén.
las tangentes principiies en P, y con ellas las asintdti
eas que pasan por P pueden ser resles o no,etec. La (23) ensefla
gue el punto P es

!
&

hipervblico si DD“—D'2 &
eliptico ~
parabdlico ' ' = 0

En el primero y segundo caso por P pasan resp.te dos asintd&
ticas reales o dos imaginarias.En el tercer caso pueden presen
tarse circunstancias gobre las que no me detengo.

Bak Si S es &2&&EEHITEDILESLELEEE una superfinie reglada, |
un sistema de asintdticasg evidentemente estd integrado por las
generatrices recrlllneaéx81 ademés S es desarrollable, a&&&&a&&x
LORL TS LEDLL 5L 8BLABEDGDEE00855F todos los puntos son parabdli |
cOs y por consiguimnte dicho sistema ya agota las zsintdticas

(porque entonces el primer miembro de (23) es un& cuadrado per
fecto, ¥ 1la (23) se resuelve de manera unica con respecto a
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dv/du) “En efecto si S es cono o cilindro, %iempre ruedo re
ducirme 8l casgo del cilindro mediante homograf 1», ¥ para el

0111nuro z&&&&&g&&&f&&&&&&&&&&&&&q&a z=f (x) ,segdn las (22):
C -

NI 220 P a. F gl

" J

Nl

El resultado|es anPrulbLC, esto es, podria comprobarse qw
si una superficie 8 tiene uOQOS sus puntos parsbollcos(y luego
un Unico sistema  de as 1QLOULCBS/ necesariamente es una desarrol
llable. @na manera para realizar la demostra cidn podrfa ser 1a
siguiente: referirse a 'la S en la repr. cartesiana z=f(x,y).
Entonees la hipdtesis DD"~Q'2=O se esgcribe

B N

rt-s< =0 ( (%
Es esta una ec a der parc de 22 orden pars la f(x,y).Ella tiend
otra 1nt°rprot”clon geométrica: los plan tan gpﬂtes a la S
son sblo |y es decir dependen de un unico pardmetro.En

efecto el plano

tiene ,de sus 4 coord homog. una igual a -l, ¥y las otras a

Pyq,2-px=qy
Lz condiciaén para que subsista 10 dicho es que se anule la ma
triz jacobiana de estas 3 funciones de lag variables ind XyYe
pues bien, al escribir
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—ge escribe preeisamente-la-(QSJqLas-superficies~buscadas son
—Juego las que sélo admiten so @ phanos tangentes(cades uno de
~ellos serd wmmngente no en un Unico punmdo,sino en todos los
gu‘mbs’ de una linea). Buscando cudles son las superficies '
, én:téleéfpohdiéibnes,_sc‘lqgran,ﬁ&&&ljustamente‘lés superficie
. desarrollables.(Esta es sélo unkesbezo de la demostracién) = |
Excluyendo el caso &h&&h& ahora aludido, se tienen dos sis
temas de asintéticas: al adoptarlos como sistemas de lineas
coordenadas, la (23) tiene gue reducirse a du dgv=0, de forma
pues que la segunda forma fundemental se reduce a :

oD’ du av

ETRES) (AVNAREIER T mnasag

" es decir D=D" =0. :

| j 'Recugfdo el concepto de tangentes conjugadas en un punto

~ (Dupin), en cuanto vinculado con é1 de las tangentes princi
pales.Si c es una curva de S que pasa regularmente por P,y ﬁk
|\ a@héme en P una rects tangente %,al tomar sobre c otro punto

. Q gue tiende a P,el plano tangente en Q corta el plano T |
tangente en P en una recta gue, cuando Q tiende a P, tiende!

. a una posicién limite t’y que pertenece al haz P« ,es decir
es ‘tangente en P, 'pero generalmente distinta de t, y depende
+4n solo de . Se encuientra gue lam relacién entre t y t-es

~reciproca, y mads precisamente que t,%t son un par de una involu
cién que admite como rectas unidas(reales o no) las tangentes
principales en P. Dos rectas como t,%t‘11fmanse conjugadas, 51
el punto P es parabélico, la involucidén degenera, como es cla
ro, y de las dos tangentes conjugadas una coincide constante |

__mente con la Unica tangente principala.. 1 R

P, e, en una esfera dos tangentes conjugadas, de acuerdo
—con ls definicidn, son ‘constantemente perpendiculares,porque
gi tomo p. e. como 1{neaz ¢ un circulo méximo por P, los dos
planos tengentes en P,Q son perpendiculares al plano del mis
mo, de manera que también su interseccién es perpendicular
a este plan, y al limite:perpendiCular'a'Ia'tangente't en P.
Una confirmacién de lo dicho es la siguiente:para la esfera
sftangentes principales en P son las dos enerqtricqgriséi-ﬁ
| l.ﬁ

"R AR e R




X

Dada una linea I, 'sobre la superficie §, las tangentes
conjugadss a las de I en los verios puntos de esta linea
recubren una superficie reglada desarrollable{porque los 0o
planos tengentes e la S en los puntos de L tienen como

_rectas caracterlstlcas precisemente diches tangentes conJuga-
_das, 8 raiz de la definicidn de tangentes conjugadas).Dicha

superficie reglada lldmase la desarrollable 01rcunscr1pta

a la superficie S a lo largo de la linea L. | oo B
- P. e. solee una superficie de ‘rotacidn meridianos ¥ parale

lo&s consyituyen un doble sistema conjugado (p. e. porgue-

a p. 227, 21 adoter pomo lineas coordenadas meridianes y

| paralelos precisamente resultaba D ‘=0).Ahorz bien las tan

gentes a los varios meridianos en los puntos de un, mismo pa
ralelo formen pre01sqmente un cono de rotacién (con el cen
tro sobre el eje), es decir una desarrollable).Y las tan
gentes a los paralelos en un punto de un mr@#idiano constitu-
yen otra desarrollable, a saber un cilindro cuyas gcneratrl,
¢ces son perpendiculares al plano del meridizno conqlderado(de
bido & gue en una sup de rotscidén la tangente al paralelo en
un punto es perpendiculer al plano del. merldlqno que pasa
por 'dicho punto) b= -

Lz desarrollable 01rcunscr1pte a S a lo lqrqo de una lince
L puede servir.para  llegar a la nocién del parslelismo de

Levi Civita ,Ie idea es 12 siguiente.En el plano podemos com

parar entre si dos direcciones , réqliz‘ndolau con rectas pol
un mismo punto.Sobre una sup. S para h~cer algo analogo con;
respecto a dos dlrec01oneu que salen una de P y otra de P’
faltarisa un procedlmlcn o andlogo, para el cual serie pre01
so definir une direecidn por P pc,rﬁlelu a otra dada por PL
El inconveniente puede salvarse este menera:unir P,P’con una
1inea I trazada sobre 8:dichas dos direcciones(tﬂng@ncia1es)
pertenecpn tembién e la desarr. circunscr 2 lo largo de IL:
si est la deswrrolldmos en un plano, tenemos dos direccio
nes en uﬁ pl no,\que podemOS comparar entre si.P. e. pubde;
sblerse de dos direcciones paralelzs , si se llevan en el
plano‘a:dos direcciones parslelas.S e . tiene asi una 3001Qn




e E
_tropas:luego dos tengentes conjugadas,:iendo conj arménicas
__con respecto a ellas, som perpendiculares. . . o | |
Al trater analitieamente-la~cuest16n',»resu1taria gue la
COﬁgicién para que dos tangentes(corr resp. a difernciales
d ) sean con 'u ad g e.s:. ! E 4 i 4 4 || 4 ! ! { : ! | i
| L Y ¢ J) [ V|V e QY Videligsd | PIY U Ve gidha)

 Formalmente ella reaierda  1la condicién de ortogonalifad,

1o gue se comprende, debido a que las dos veces se trata de

' dog direcciones conjugadas arm. con respecto a las que anulan
la primera o segunda forma cua®r. fund. |

LB BEERELEREEEESEEELXEE Con 12 nocién de tangentes
conjugadas se vincula squella de doble sistema conjugado , in
tegrado por dos familias U0  tales gue las dos 1ineas de las
dos familiss que salen de un puntd P genérico tengan como
tgtes dos tgtes conjugadas.Si estd dadda une de las dos fami-
lirs, la otra se obtiene integrsndo uns ec dif del primer arde

y precisemente la propia (26), en la cual se tomen ¥ ‘A Wy
a lo largo de las linems del sistema dado: se despeja entonces
dv/du como funcidén conocida de u,v.

i las liness coord integrsn un doble sistema conjugedo,

1a (26) ensefia que

-D’=0
y viceversa. Tl
S5i las lineas coordenadas son lfs asintéticas,de forma pues
que D=D"=0, la misma (26) ensefla que el sictema 0O~ ‘

—— /
S—

tiene como conjugedo!

Paso shors a relacionar las formas cuedrétices fund. com
1a nocién de curvatura.Al estudiar la curvatura de las seccio
nes normales en un punto P de una sup S (supuesto no parab@li
‘¢c0)se encuentrs gue existen generalmente en el mismo dos seece!
nes normales principales, produc}das por2planos perpendiculal -
res entre si,cuyos radios R, ,R, “de curvetura tomsn los valo®
res extremos.los demds radios de las secc norm, son dedos
por_las férmules de Euler

t yoradre  TRAos QG:::CJ/}_’;& Ae MW”“’éz/z{g '?Avf

— g
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(sigue de p.238)

de pgrﬂ79119m0 superficial.Hey cma tener presente sin embargo
gque en la $1nlclon del paralelismo de Levi Civita de dos
direcciones 'por P, P’desempefia un papel la linea L que se
congidera como linea que une los dos puntos(linea de trans
porte)&.linicamente en casos particulzres (p. .. planag, super
ficie S desarrollsble) la nocidén de paralelismo es indepen
diente de la linea de transporte .Sin embsrgo, si dadas dos
direcciones t., t, por P les' trapportamos 2 lo large de L

en dos direccIones t),t. por P’,cabe observar gque(cualguier
seg la linea L) el éngu%o de [lags dog direcciones ha quedado
invariado(porgue queda invariado en elcplano sobre el cual
aplicamos la desarrollzble circunscripta, y los &ngulos son
invariantes a través de las deformaciones)

.~ Aungue no resulte de lo dicho, otrz razén de la importan
cia del paralelismo de Levi Civita es que es 1nvqr19nte por
deformaciones( puede definirse con referencia uUnicamente a la
primera forma cuadr. fund.)




A LGy ey (27)

siendo 'Y el £ngulo que el plano mormsi considerado/ forms
con el plano normal principal que corresponde& a Rl.Hay que
recordar que en la (27) ,g diferencia de Ilo que se hace géene
ralmente psra las curvas planas, los valores de R se conside
ran cén su signo, de auvuerdo con gue,sobre la nor al en P.
el oorrespondiente centro de curvatura esté por una parte
uotra de P. Los valores extremos de R son ycomo se dijo,.
R1 Yy R2, lo que se confirma&&&pdetesrsionrs al considerar el
primer miembro de (27) como funcidn de tp $la derivada &@
que vale - ‘
2semip vy [T 1))
T URI T

se anula para i =TV Tt =1 ek Esto subsiste si

R1 J RZ son distintos entre SlEn el caso opuesto todos los

valores de R son iguales entre si en el punto considerado:
el punto P es un"punio umbilical® de 1a S (pe e. se presen
ta en este caso un punto cualquiera de una superficie esféri
ca) -
Si R ,R2 tienen el mismo signo, lo mismo ocurre de leos
demas vaiores de R:-&&&&&&&&&&&&&&&&&&@&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
&&&&&&&R&®&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
EERLELELLDBBEIRLEDETBELGRELEALPEEEELHBRE o5 o] caso que sge
presenta en los puntos elipticos, como lo veremos dentro de
poco.En cambio en los hiperbﬁlicos R1 v R2 tienen signos o-
puegtos. | |

El conocimiento de los dos radios principales en P per
mite calcular la curvaturas de cadas seccidn normsl y luego
formerse unz idea aproximada ded&ed la forma de la superfi-
cie alrededor de P. El mismo objeto, como es claro, se con
sigge sl se conocen las dos expresiones Rl*‘R2 y Rle B
0 bien

y A mES RN
M: !_ +2/;: (17}

H
Aoy
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K,H se llaman respectivamente curvatura total Yy curvatura
media de la S en P (A veces es la H/2 que recibe el nombre
de curvatura media). Cade una de ellas brind algunas anslood.

- £ Vs - .

con la curvatura de una linea plana, mads particularmente XK.
seo una expresidén de la curvatur: de una 1inea 1

tr?zeda sobre S , y pasante por P, mediante las dos formas

cuadr. fund.Sea L referida al arco sj;y sean T,N versores
1o laxgo de su tangente y mormal principal.Entonces(Prene t)

f‘J

] : siendo A el radio de curv de L en P.4
A lo-largo de L, tenemosg.
WA -

N
L X
n
}_.J

g
-

D
Q
@)
B
®
|
w0
=
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o
4

o]
L]

P \)
N
Lo
—
ae

derivando con respecto a s

Iuego, al multiplicar la mencionada férmula de Frenet escs
larmente por n resulta

En particular, apliquemos (30) al caso en que L es una secgciom
plana normal en P.Entonces & el plano osc @ L en P coincide con
el pleno de la seccidn, luc:o N,n son vectores unitarios a
lo largo de la normal a S en P,que pueden © no coincidir sun eh
el sentido(depende de la orifiMtacidn de la recta normal a S en
PJ.Por consiguiente N X 4 .Por otra parte , debido a

\'2
<
C

es positivo y R tiene signo, En definitiva,

’ - ! - I 4

Un examen un poco mas detenido de la cuestion de los signo,
ermite precisar la (31) en le forma
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con la convencidn| que para las sec
l

¢ se tome B R
positivo o negativo, segun que el corr e
osi

po centro de curvatu
ra estd sobre la semlrecf normal P« va 0 no. Sin embsrgo
en algunos libros(p. e, Bianchi) se ha 12 convencidén contra
ria, y la (32) se escribe entonces con —&.

De (32) podris deducirse la ecuacidn de Euler. Mds bien,
deduzco de lz &{38) el llamado teor. de Meusnier, que relacio
na l= curvatura en P de una &&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&é&&&
&&&ﬁa&&%&&&@&&&oE&&&i&&&&&@&&&&&&@@&&&@&i&é&&°9&&&&&&&&&&&&&&&3
&&&m&&,&gﬁ&w&& &&¢&&&&&&m&&&&&&&u&é&&&@&&&& HEEBELEE seccidn
plzna cualgquiera, producids por un plano X , con la de la sec
cidn nozm&l hecha por el plano ,normal a S en P, llevado
por la recta t Famgepkp.s- tangente en P 2 la seccidén consi-
derads. Para 2as dos secciones les segundos miembros de (30)
coinciden,luego tﬂmblen los prlmeros Pero pera la primera
geccién N7  es el coseno del 4ngzul® 8  gprsds danrike entre
1a normal 2 la seccibn en P y la normal a la S, es decir el
dngulo entre el plano « y el plano X Tenemos asi

e L _,L ’ﬁ. P 51

P A - ! |
gue es la férmula de Meusnier.
P-s6 ahora a expresar las curvaturas total& y media de
S en un punto P en funcidén de los 6 coeficientes de las dos
formasg fund.

Con este objeto, parto de la observacién que si R coincide
con un radio principal de curvatura, existe une Unica seccién
normal que lleva a dicho valor(se sobrentiende que se exclu
yen los puntos umbilicales ), mientras que cada otre valor de
R, gi corresponden al ongulo p también procede, degin la
férmula de Euler, del dngulo «''‘p. =

Por 10 tento si R es un redié princ. , existe un Unico va¥ |
lor de dv/du t2l que sea

e -, i //

1) Vi ok N S n Y D

|
{ -
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La férmula de Gauss permite atribulr un sentuado
I d 20 -
expresion "curvatura de una forme cundrdética  diferencial
1 =)

en dos variables"- se entiende paraz un determinado par d

valores de l@ misma.Es , por definicién, la expresién

que rrsulta como valor de H al plicar la férmuls de Gauss,
es decir la curvatura total de une superficie que admita
dicha forma(definita) como primer forms cua dr. fundamental

P, e. 1la forma

U(u V(v) du dv
tiene dwmyatvuta nula idénticamentefporqite férmula wue si
gue, para E=G=0, F=eU(u) V(v) , #=inda K=O0.
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"La (33) como ecuacion en dv/du tlene que tener discr. nulo,
Tuego r AnP=CEEEENEN
RD T’ .;r ) —-a. DA ) =21

eg d001r : , ]  _
oD DR (B F P Y JMES T <o

Es estg una ecuacién de segundo grado cuyas raices son Ry ¥

R, .Iuego o A e A I O O O N R

| ?—4’[3%»-*-'** v . L SE RS (K]
Rk LG f EEEEEE RN

¢“)‘ Y [%“ FP+CD) (W

*‘“*--—~7‘\'L ,,,,,, T TR E TR Dy - PN P B S S B B = =2

Estas. formulas l“s hemosddeducidas para puntos no parab.
(porque pirs ptos no parab. hemos definido Ry ,R,) +En un pt
parabolico podrian asdoptarse lag (Kj,(H) comd defingsiones,con
tal que se averigue gue los segundos miembros son intrinsecos,
1o que es evidente para K .Entonces(vip.233f los puntos elipt.
parab. ,hiperb. corresponden resp. 2 Kp 0, K =0, KsO. ] '

La eurvatura total en un punto , segin (K) , es cierta

funcién de D D'D* E F G .Ex ste otra fédrmula, de Gauss, gue
expresz K dnicemente en funcién de E,F,G.la cual fiene impor
tancia conceptual, en cuanto compruebe que la curvatura total
es invariante por Z¥&&tomé& deformaciones, logue no es por
nada evidente en la definicién de K, ni en la férmula () A

la férmula de Gauss llegamos como sigue.

1 w» A \'* | R

FiC = T =g e e 2 \ L

4 : ‘ | k= |

Uy, = 3 R [/

[lLJ f\l‘zf

f“ ;/:\ l p o— Y
] NI P T3 H e F ot

[ :"‘:"”""'"_\ \ o~ i F (’1 < DC» ”LJ. ‘[ - F C- i—)v al«

LB R R | ORE D
N > TRt &3_, T : & A t i; Pag L 7"' S‘& ’(
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%  UNA OBSERVACION SOBRE |LAS
gji tomaemos 1z 6CJ&u10ﬁ de
curvatura medls & e&&&&&&@a&

(H) donde ahorse
&
Tuego,si escribimos que 1@
4 —_—tt < o i
togdos los puntos de 12 8)
4 L

gs trata de la misma ec a de
para las superficies de ares
de drea minima pueden caract
vatura media_ HUwﬂ .

Tambieén 1as superficies d
CHTQCt@TiStiCP do que sus do

gran- un dobl@ stema

& uns sUPe O P%TG ultima con
las asintdéticas, de forma gu
y 001n01de con la que exXpres
@ saber

ER" ~2FD 4G

o

P.e. para el nelicoide conoid
sup de area minima)las asint
a p.232 y forman precisamente

culares.

E”lCUT‘L'v

rtogonal, En efecto,

&8

AT
Gl

y bure
ramos

(p

T parc que ya encontram

i

v - . .
minima. Iueso las superficies
erigzerse coOmo uuHVTLLOLP".de cur-
e area minime la propieda
o sistemas de @sin t. as inte-

dicibn, y l= refe
+D"=0, la cond:
que la curvature

e
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oo

sabemos es une
ge indicaron
1ineas perpent

recto(que como
son que
familiﬂ de
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lag dos formas cuadr fund. se reducen a 1os tipos:

A N b N CRPE [ S W P - . e T T

| ' La 1mvgri ncia de K a través d$ apl cabilldﬁdes da a_‘*ﬁ

f 1a curvatura total una particular importancia.

Para 1aslsugerf101es desarrollables dobre el plﬂno (p. e [
conos 01ﬂ1mcdros, etc) la, invarisncia de la K implica que
K=0, confirméndose asi el resultados gque ‘pars ellas DD"'—Df =0
(3..235). % i
| Bn conexién con le dlcho, 1udo-a-las 1ineas de curvatura —
de una superficie S.Se llaman tangentes de curvatura en un —t
punto lag que son pernendlculares a4 sus congugadas. Devido a |
gue en una involueidén no circular existe uno y un uUnico par
de rectas comjugadas y perpendiculares, en la 1nv01uc1on de
las tangentes congugadas en P ex1ste un par y uno sélo forma:
do por tangentes perpendlculgres, es @ecir existe uno y un
Unico par de tangentes de curvatura, con tal gue macha invo
lucidn sea=la lnvoluc1on 01rcular . E1 caso de excep01on se

4

presenta,como es cléfo:cuando:lésjtangéntés: principales por
P(rectas dobles de la involucidén de las tangentes conjugadas)
coinciden con las tangentes isétrOpas por,P, es decir cuando
las dos ecuacionesg . = O S M S

f I~

I SR SRS I
— I . | + l _ 4 { Y i
5 . o Z: | x.../-é’!'"' ;r,“ U‘ft'. = |
coinciden, es decir.cuando D:Di%D" |= E:F:G.Perc entonees la

(32] ensefia gque pera las varias seécciones normeles en P,
R tiene un imismo valor, esto es cuondo el punto P es/un punto
umbilical.

1 'Sobre un;'qup€rficie‘8'OuyOS'puntos no sean todos umbili
cales(lao S con todos los pntos umbilicales ,si no son planas 5
son eqferﬂs, como podria comproberse), si 00n51deramos una = | E
regidén que no contenga pntos‘umblllcales, las dos tangentes , f
de curvetura envuelven dos femiliams &g ' de liness, que
son precisamente las llamadas lineas de curvaturs ., Es c¢laro .
gue el doble sistema de las liness de curvaturss puede defl 1
nirse come un doble 31qtema que es al mismo tlempo cenaugado1
y ortogonal. - | y*

’ 1 tomar 1-s lineas de curvatura como lineas coordenadéé;j
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ciendolos por simetria de los de

Por 10 gue respecta a los otree vectores (

-

: Py P LT " I P
(el primer miembro &&&& de esta ultima es , porque
derivando se deduce )« Iuego

—_——
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las dos expresiones del vector X uv deducidas por derivacidn d
. v L

la primera o de la segunda (41) coinciden; ¥ analogte para &

X . En el ecdlculo hay que utilizar las (42). Actuando p. e

uvy )
para X s tenemos
; uuv
Lo— = I...” ' .
) . ! 2 ’ \
, Lo Fu i
LA I 4 A L
il o
B L L4
>
/ A T
y 1 :
g F L " r 4 " ) ‘,
. - v - - Ny &, t”
/"_/{ b £ +
ol
—— T T |

'Hemos 2gf{ deducido que necessriesmente entre los seis coefil
cientes de las formes cuadr fund de unz sup. S subsisten
las relaciones (43),(44),%as mismes 1l4manse ecusciones
de G&&&& Codazzi-ainsrdi. Otrs férmula conceptualmente an:
loge' ess la de Gauss (34). Podriamos tembién igualar Lo
coeficientes de x , ¥y los de x _: sin embargo el célculo e
fectivo ensefiaria gue se volveria a la ec de Gauss.

Le importancia de las férmulas de Codazzi y de Gaugs co
siste en que , como puede demostrarse no s6lo son necesari:
gino también suficientes pars que exista una superficie
P&kl que tenge las B du'riFdudorr G, %‘f Dete-atr . P o~

como formas fundementales ”Kemég.d§9ha superficie resulta

l

S O e e

{ |
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de movimientos. -

e i e s
1 1 =260 | I I :
individuslizeds por el conocimiento de las dos formas a_fenc
N e i L |

Se trata de un resultado particulermenteiimpofthdtga!,_4

que permite reemplazar el estudio de ‘1a superficie realiza
do sobre las ecuacipnes paremétricas ‘el egtudio realizad
sobre el par de las formas cuadrdtisas fundamentales, con
la ventaja que estas represantan al mismo tiempo la super ' |
ficie y sus superficies iguales(véase p. 223) = e
Lo dicho tembién permitiria encarar el problema de la de
formabcién de una superficie bajo el aspecto,siguiente.Dado’
el ds?, buscar cudles son las ternes de funciones '

D(u,v),D " (u,v), D" (u,v)
gque cumplen con la ecuacidn de Geuss y les de Codazzi.

P, e. el estudio de las superficies de curvaturs(fotal col
stante) podria hacerse empezando por estudi=mr 1os:ds2 qqe t1
nen su curvatura(ps 246) constante, considerando luego las |
ternas de funciones & D,D ;D" que cumplen con dichas ecuacio
nes. Algo sopre las sups de curvatura totel const. se eg-
fuentre em &fs BrePydy de Metodologia, en relacidn con

la geom. no euclidiana.

i
1

[ ——

A I -
El hecho que uns sup. ya esté individuadize (8RS EEELEEEELE
(en el grupo de 10s movimientos) por sus dos formas cuadr,
fundamentales,resta jmportancia a la introducién de otras
formas cuadr. en cuanto estas tengan el objeto de represen
ar la superficie. Sin embargo,con prescindéncia de tal obje
to, 1a consigeracién de otras formas puede ser 1til.Hay una
tercera forma cudrdtica ' :
(45)
Despuée de lo dicho es clero que sus coeficientes deben
potierse expresar mediante EFGD D'D".BEn realidad, el cAktulo
efectivo ensefla que : '

d 7 | = et ninndy, £
s s ol oo ]) W 4

g ke v |
8- OV A : | 441

.- -

J, B | '!I- & by} EX &
VI IS ke E- S , . ; J ="
Fos e | = e ML T - /l e S /( f { v; ‘* .[ & )
de forma pues gue

s = ’

¢ 0O
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es decir, reemplazondo | el |segundo parfintesis con el numerador |
de H{pe247) /% )

iU SIENNL AN RSN PR RN
= fl{"’s i S (N } ,L;r;' Lr*]: J + L /5 'k‘; s SV
eSdeCiI‘ P X ¥ i i i Z
. 0 9 5 0 P 0 i (47) -

Ia tercers forms cuadr. de 1= sup.S tiene unﬂ'lntorpret”01on
geométrica muy sencilla.Por el punto O(origen) llebo la paraleli
a la normall pesitiva variable de 1la sup.S y con l= misma cortt
la esfera unitaria de centro O, logrando en corresondencia a ea(
punto P de 1la S un punto P’'de la esfera, llamado su imagen esfé!
co.Al variar P sobre una porcidén de sup S ,el punto P’varda ge
neralmente sobre la esfera, recubriendo una porecidn de la misma
llamada & su vez imcpen esférico de la porcidn anterior. Es
obvieo gue el wveotor 7 actua para la sup imagen esférico como el
vector x para la Siluego la (45) es al mismo tiempo tercera for
ma cuadr. fund de la S y primera para la esfera(con respecto
a los mismo perdmetros u,v 'empleados paez la S§). .
Esta considerzcifn nos 1lleva fécilmente a2 un significado geom
de K.Si alrededor de un punto P consideramos una porcién S de
la supd e indicemos con ¢ la correspondiente porcidén de la es
fera considerada como imagen ,tenemos

2 ¥ f mﬂ_w-. v.. / / { ..,‘:' " .44';» J 4
'§'\ ;.,-f' 5’:,.'/ '. \ /z - H é ‘ K {, b ¢

Si ahora empeque ecemos el ares de S ﬂlrededér de P en todas lag
direcciones y la hacemos tender a eero, tenemos

2 f‘,"" "
1RPN ¢ [ K
3 A SO 4 §
'§
AAAT ff T -f

Este significaedo de 12 oturﬂ Total en un punto P ocerca |la
curvatura total de uns sup. en un punto al concepto de la curva
$ura en un punto de una curva plana, para& l= cual, debido a su
definicidn ,se tiene un significedo an41090(scudiendo a un "i-

: M 5
magen cireular''de la curva cong siderada).

Lineas geodésicas.
ermino con algunas pocas nociones sobre las geodédicas de unz
superflole

U}“4“~lw‘ fas o, At ﬂ,}l /XL““ ]
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Histdricamente se han introducido por primera vez las
lineas geodésicas de una sup. S en relacidn con el problema
del camino minimo sobre la S para unir dos pgntaes dados,
en substancia como lineas extremaleg éen el problema de mi
nimigar la integrel gque expresas dicho camino: Imaginando
a lo letgo de las lineas consideradas v=v(u), su &§P(u_v )
v Q(uwvﬁ) son log dos puntos de¢ 8, ge trats del la intggrﬁl

e

18

La ecuacidén de Euler(ec dif de segundo orden! de las extrem
les) es por lo tahtd

a
ol

J4
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Yy por conslgulente por cada punto generlco de la S, en cada
dlrec01on pregljada pasa una y una Unica geole5103 JTambién es
claro que el concepto de linea geodésica es]invarlante por de;
formaciones. | ,
LA las lineas geodes1cas puede llegarse tambiéb desde otroa
puntos de vista, independientemente de todo problems de minimo.
ILas lineas geod. como extremales etc. se presenten como ahalo
gas de lo que && para una sup. o planq son las lineas rectas
A1linezs de cpmino minimo).Ahora en el plano lag rectas pueden
caracterzarse de otras maneras, y estPs otras carqcter1z301onee
pueden gener 11zarse |a|las demqs superficies S, llevando asi
a otres deﬁgnciones de las geodésicas, que coinciden con la
enterior. . .

. P. €. en un plano pueden~gons1derarse las rectas comeo lineas
de curvatura nule,Pars una linea I de S, en un punto , puede
darse una definicién 'de cierta curvatura, dependente de L'y
de 1z 8, llamads curvatura geodésica, andloga a la curvatura
de una 1inea plana.Hecho esto, pueden definirse la s geodes1cas

' como lineas de curvatura geodésica nule

' ' El aludido ‘concepto de curvatura geodésica de L an P
puede aclararse de varias maneras.P.e. si a lo largo de L el
vector x se exprdsa como funcién del arco s e

——

v & u

- | R ﬂ:/~ Z (A | N | |
puede 19 eurv geod. deflnlrse como producto mlxto _ ‘
| / Lo I 1 | — g | ':- | r | ;' 1 { k'/ \ 1 ; H
Pl 1 .'..‘ ] i\t = 7 ! ! ] ‘ - | | ! | 4'& 2 BN S S
O g . 7‘ /.'\f’.{;; X LI S A S 7% \.‘, S A e L
I, | i O I SIS A J A, |\

£ llamase el radio de curvaturs geed931ca.La defrmlcién tlent
caracter intrinseco,siendo el primer miembro independiente de
10 eges, como i-jual a2 gels veces el volumen del paralelepipedo
conqtruldo sObre 10s vectores x (unlt?rlo tnngehte ),J ?N

yR| | || HERE 1 I s

1
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sif1a superfl ie Sse reduce =z un plano, la curvatura_g@oaesij

‘ca (pre501nd1endo eventia lmente del signo) se redude’allb -1

Acurvatura ordlnqua, porque, Sl la curva es*a p‘e. en gl p13<
' no xy resulta . -

Volviendo sl caso de S cualquiera, la curvatura geodésica &
es inveriante a través de las deformsciones ,a pasar de gue
Tsto no es evidente sobre la definicion (2). Con este objeto
es suficiente asegurarse de que puede- aclecularse mediante
dnicemente la primera forma cuadr. .Debido al| careeter in-
tririseco, puedo suponer lag lineas coordenadas ortogonales,

de modo que F=0. Entonces a lo largd de 1'7“‘*7“21152“”‘6
_— e ————
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La (3) comprueba 1o enunciado. v

De 12 & visto opuede deducirse otro significado de la curva
tural geodésica, en base al cual también se ls llame curvatu-
ra de desarrollo . Digo previamente qus-si dos superficies
_son tangentes a lo largo de una linea L, esta tiene, en
 &&& cada uno de sus puntos, la misma curvatura geodésica

con respecto a las dos superficiesfsi se quiere que resulten
coincidentes sin los signos, hay que orientar de la misma
maners le nermel positiva & las dos en los puntos de L):

es suficiente, para comprobarlo, fijarse en la definicidn
(2) de 12 curvatura geodésica.  Ahora bien, si as®éelexngo
@72 congideramos la superficie S’desarrollable circunserip
ta @ la S 2 1o largo de L (p.238) puede aplicarse lo diche
a Sy S :ademéds, 2l desarrxollar S sobre un plene; 12 curval
tura geodégica no varfa. En definitive tenemos pars 1s curve
tura geod len un punto de L el significedo sigsuiente: a2 1o
largo de L se circunsecribe la desarrollable circunsripta a|
la 5 y se desarrolls la misma sobre un plano: la curvatura
geodésice en un punto de I coincide con la curvatura zgge.




—2T3=
en el punto correspondiente, de|ln linea plana asi lograda.
La curvaturs geodégica también recibe el nombré de curva-
turs, tangencial, debido a2 que, si|/ P es un punto de!L , ¥ la I
se proyecta ortogonalmente en una 1inez L°en el plano tangen
te 2 S en P. la curvatura &&& geodésica de L en P es digual
(prescindiendo del signo) a la eurvature en P de la linea
plene L7 ,como podris averiguarse
OBSERVACION. La (3) expresa 1z curvatura géeodésics de uns
linea (particular(una lines u) en un sistema 'de coordenadas ou
vilineas particulares(ortozonales sy etic.).Cabe precuntarse
cuél es méd generalmente la expresidn de la curvaturs geodéd
sica de una linea cualquiera, siendo también cualesquiers los
parémetros curvilineos u,vs Si la 1ines considerada tiene
sobre la S 1a ecuacidn

o0 mfés generielmente ' la contestacidn estd
contenida en 1z siguiente férmulsa de Bonnet que me conformo
con enucniar( a la cual podria llegmrise introduciendo conve=
nientemente el U%til concepto de los llamados pardmetros difer
ciales)

1) I ideal es la siguiente. Pars una funcion s O Para
un 31stema de mds funciones se llema pa-

rémetro diferehcial a une expresidn qued dependa de las funcio
neg consideradas y algunas de sus derivadas, ademis que de
los coeficientes de uns famma cuadrética adoptada como fundafd
mental '

gue escribimos tmmblen(p.25))

cugndo dicha expresidn disfruts del carac¢ter de inverisncis
con respecto a!los cambios de variables. Resultz gue tales

s e o < O . el parsmetro diferencial prime:
2) pare uns funcdhi




esica, puede darse
2as de la superfié&
en toflos sus pun-—-
1o mismo como la

rmaciones.

L T

linea T
sus puntos
sl L les

tica, pero

(sigue de la p. anterior)
ro(asi llamado porque el orden méximo de las derivadas de

que aparecen eh el mismo es el primero)

b)para la misma funciin el paridmetro
diferencial segundo

\

|

/
que se indica con el simbolo debido @ que en el caso
en que ’
se reduce precisamente al (En el parentesis in
dica, conformemente a2 las notaciones de este curso la deri
vada de con respecto a : todo el paréntesis
podria definirse como derivada segunda wova ariante de la misgs
ma funcidén, siempre con respecto a 10 forma cuadrs adobada
como fund. e 1wulcarb_ con ese mismo simbolo )

ol
4 - e
el p?rxmetro dife-

e} para dos funciones
rencial primero mlxto

(0
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P, e. de acuerdo a2 la nueva definicidn es evidente que sobre
un cilindro de rotecién las hélices que tienen como eje el ele
del cilindro son geodésicas(él pl osc # la hélice pmsa por el
radio del cilindro, luezd es noimal a éste) - 10 gue DOT 1o de-
nis es evidente & priori pensendo en el desarrollo del cilindro
sobre un plano. También 1a misma defincidn hace evidente que
sobre une esfera los circulos mdximos son geodésicas. (Tam—
bierd pucde pensarse en 1= curvatura geod. de dicho eirculo ecomo
curvatura tengencial: el chreulo se proyecta en un segmento,
ete.)) ;

Puede observarse que sobre uns esfera(donde cada &&k&& punto
es umbilical) ceda 1inea puede considerarse como linea de cu:
atura: luego an perticular los circulos méximos son también

1{neas de curvatura.Pues bien, se ve que en este caso las 11
neas gque son al mismo tiempo geodésicas ¥ ldneas de curvatura
son pk&h&EESE ademis lineas planas. En general, cualquier sea
S ‘81 ung ‘geodésica es plana, es también linea& de curvatura,
porque el plano de la 1inea , considersdo como osculador a la
misma en czda uno de sus puntos,contiene la normal a la super
ficie en dicho punto, de meners pues que las normales a la su
perficie en los puntos de la 1inea integran una desarrollable
(resucida en este caso a un p ano), y se aplica p. 252.

Ia definicién de geodésicas de p. 275 también puede: poner
se en esta otra forme, que acerca de otro punto de vista las
geodésicas de una superficie ‘con las rectas de un plano.Como
gns rectas @8&&AREHPIERE tienek en sus varios puntos la misma
direccién, anilogamente sobre S una geodésica puede definirse
como linea autoparalelz, en relacidén con el paralelismo de
fevi Civita aludido a p. 238. En efecto, si se sonsidera una
1inea I autoparalele, al deserrollar sobre un plano la &de
sarrollable circunscripte a lo largo de L, esta linea se dispo
ne en el plsno segin unz linea autoperalela en el plaho; es de

(sigue de la note a p anterior) A ls férmula de Bonnet po-

3 ’ 8 A = a 5 1

dria llegarse partiendo de la (3) y acudiendo oportunamente
L4 - . . -

a los peregmetros diferenciales, escribirla 'en la forma

J
B

e




cir una recta.luego el

| ] e o e o Ao
como  curvatura ae aes
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Acud%endo convenientemente 2 las geodésicas, puede ponefse
el ds | de la S en una forma particular, llemada la forma
geodésica del elemento lineal«Considero(por supuesto en una
regién comveniemtemente limitada) una femilis o0 de geo-
désicas, que tomo como lfness u, y tomo sus trayectories
ortogonales como lineas v. De la ortogonalidad sigue F=0.
Ademfs las lineas u ' tiemen su curv. geod nulaiaplicando a
ellas la férmula (3) p.267 I ‘

_resulta que E=E(u).Iuego

. [

¥y tomando como nuevo parametro u

tenemos
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Sin profundlznr 1la cuestibn, observo brevemente que en
une regién R | como eagquella considerada una geodésica {del
‘sistema sdoptado fcomo lineas uf brinda efectivamente la
longitud minims del camino superficial entre dos puntos
P(u _,v ),Q(u ,vm).un efécto a 1o largo de una Linea uw=u(t)
V=V t) que ufiz dichos puntos, &at&Esd dentro de la regidm,
lp distancia enlre Py Q es

Al 60(

Ahora G > O, §&&&, luew si 1ine2& no ed una linea u
4 f*’o/ “ 4 - ko)

mientras gue la longltud de la geogfskca u que une los punk

4

tog considerados es

91* /q a., (6)

De la consider cidn del"CGmno/ de groﬁh sicas tconeidera
das , y mis precissmente de la (6) sisue, como es clsro,
gque dos trayectorias ertogonales cort n sobre dos geodési
cas cuﬁ’u}oulgrh de 1la familia ercos de la misma longifud.
Dos del lag trayectorias ortogonales (las cuales pueden log&k
grarsel una de otra, 11vanao en los puntos de 1la primera la:
geodésicas perpendiculares y  lleva ndo sohre las mismas
arcos& igualmente lareg os)Wlfm“n 1ineas geodésicamente pa
ralelas.

Volviendo @ lo dicho sobre keodésicas y caminos minimos
cuando se perte de una geodésicay |y se festudies la cuestidn
de 'si efectivamente brinda el camino minimo, hebriz que es
tusiar la pbsibilidad de considerarla como geod, de un
campo, &estudiar lp cond. de Jacobl, etc.

Mie bien termino indicsndo, en relacién con Ias| geod
el tego de Bonnet, o de Gouss.Binnet (que me limito a enun
iar): Considero una porc ién .S de sup. |, .encerrada len una
i ﬁﬂ& simple enal.: se llama curvatura total de B a 1s
n
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(de P )5) :

"Grosso modo " pmede decirse gwe psra resolver el proble-
me gener=1l de cdlcmlo de leg varisciones && planteado en la
P. 5 hay cwe escribir la ecmacidn diferencizl de Emler ,
y aprovechando las dos constantes arbitrerias que figmran
en su integral buscar una limeas extremsl gume pase por los &
d@s puntos prefijsdos P,Q. Este es sin embargo @nicamente
wna indicecidén && que puede servir cemo guia, debido 2 cue .
en primer término no estd dicho qwe pueda efectivemente eng®
contrarse uns extremsl que pase por dos puntos arbitrasrios
prefijados, g en segundo término que 1= misma brinde efec'i
vamente un minimo (no tememos por ahors condiciones sufi -
ciente).

En cusnto 2 la primera posibilidad, de la no existencia
de una linea extremsl que pase po#t dos pantos prefijados
arbitrariamente ( & difrrencia de lo gue ocurre en el ejempli
tan elemental de 1la 1lines de longitud minima entre P y Q zho;
re estwmdisado, en el cwal siempre existe unz extremal(lines &
recta) que une P con Q ) demo s el ejemplo simiente . Sea

-A 1=

la intehral que se debe minimizar, con les condicionrs en
los limites que y= conocemos. En este ejemplo la F(x,y,v”)
depende i2n sbélo de x,y, de modo que se @plice lo observedo §
en lz p. 33 bis, y 12 ecm=cidén de Eumler puede escribirse

F ,= const,
J

es decir

e u
_..:.”._h.,)/, - ol (1)

donde ¥ indice wn2 constante arbitrasrie. Si & =0 s € |
tiene y’'=0 tes decir &&&&&& y= const. Tenemos asi uns primere
clagse de exiremeles que dependen tzn sdélo de & constante {
arbitraria: las paresleles al eje x

Swpangamos en cambio =~ « . o &&® e introduzcamos otra coms




By o)
tante h definida por
de acuerdo con el signo de « -Despejando y’de 1sa (1)
results p
i ) | :'
es decir
: J

( de modo gue cabe considerar un= lines in“egral sé o pars

Integrando,e indicando con k Otra constante

3 | ) ~ - g b
e ) - I 2 y R ; :

(como p. e. vuede &&&& comprobarse s posteriori por daéri-
vacidn).Imego las lincas integrales son

es decir

siendo h,k constant s arbitrariss. Es elaro que todag lasg
lineas integrales asi logradas se obtienen de unsa de ellag
mediante trasl=ciones arbitrarias.Por otra p2rte, p. e. pa
ra h=k=0 es claro que 1la l{ines

e* cos ¥y =1

al variar y entre 0 y. I, da luger & abscisas crecientes
de 0 a A , mientres que pera y entre O y - se obtiene
un erco simétrico del anterior con respecto =l ejeix: se +1
ne asi un arco comprendido en la faja (=3 Andl
gamente pars los demds drcos, de modo que 1la curve queda
&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& integrada por
arcos cada uno de los cuales estd comprendido en una faja

de anch?/zl 2y &%éﬁ& 47 se puede pasar de uno de estos af
Con baclr ff ? |

e e e s ki
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s otro sin passT por un punto impropio. Lo mismo pars
i

D

demss curves integrales. Tuezo es clero que si se tomé

dos pun os P,Q mno situados émantro de una faja de angl
1

0
T con sus

.

ados paralelos al eje X, DPPHF esos puntos

s
no puede passr ninguna curva extremal.




