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bt4;ﬁ&ﬂﬂaﬁiﬁﬂﬁﬁﬂ&a&pﬁﬂe&¢quai s @ ocuparemos en este curso etk
S ah it 1as funciones de variabge compleja o funciones '
naliticas. La importancia de los mimeros complejos ya estd cono-
5ida por el estudio del dlgebra:Ia teoria de las ecuaciones algebra
pas logra toda su generalidad mediante la introducién de los mime-
ros complejosaﬁambién en la teoria de las funciones es importante |

51 estudio de las funciones de variable compleja.

| Todos tenemos el concepto de nimero complejo b :
F z= x +iy i unidad im.(i"=1) |
. es la parte real y&§ iy la parte imaginaria; y es el coeficient#
el imaginario.Algunos autores escriben - /

| x= R (z)5  y= I(2) :
] médglo o valor absoluto de z es

: ; \Z.]: 1 VR i . 1
s rafiz siendo considerada consiégo positivo.#Como caso perticular
i ¥=0, el nimerd complejo z es real; si x=0, z=iy se llama imagi |
ario puro.cEl niemro se llama imaginario cuando no es reald Los
dneors x 4y y x-iy, obtenidos uno de otro mediante el cambio de |
igno del coeficiente de ¥ son complejos conjugados. ( Se obsirve/
we los nimeros complejos no son 1o mismo que 10s néeros imaginaJ

> _porque sbarcan también los mimeros reales) AT "&"1
(También s=bemos como los nimeros complejos pueden representarse
n 2os puntos de un plano ( plano de Gauss: as{ se llama general

ente, aunque se encuentra,antes que en Gauss, en un trabajo del
atemdtico denés Caspar Wessel, 1797), donde x , Yy sean coordena 4
as cartesianas ortogonales:los nimmros reales estdn representados
ggr los puntos del eje x( eje resl),los imeginarios puros por los |

“Sitais

" ‘_‘\-

untos del eje y( eje imaginario); mimevps complejos conjugados
por puntos simétiicos respecto al eje x. Dada la biunivocided

de. 1a correspondencia entre los mimeros complejos z y los puntos
que 1oq&epresentan , & menudo se dice el punto 2z en cambio que el
& nimero z. T

1a representacién geométrice sugiere también la represe
tacidn trigonométrica de los nimeros complejos.Si en”plano de
”"j;Ff"““' —r Gouss introducimos coordenadas polares con O
como polo, eje x como eje polar, cada punto
¥Z2 tiene un rgdio_vectoréf y una anomalia 2
égcio
el

| ﬁ; 7 que estén relacionadas con x,y por las re
' nes '

| et Xzp oy g pimy (1
4/“‘-.2‘ QW#‘ nn«‘."f,.é &( 'LTT' == IS R G . {‘\




sy ——

L ey Sl .S_’M'o)/h’/{w :
| AMA 43 Jv/vw G @r M‘/ﬁ Oee~ SLEL,

V«/u.f/‘boza G Dl L lalalad
ince W,:;

hdboehate _ LArSucte £e, /Z.M;MM; I 44,7‘3 2o
0!;«95‘ A’c’/ﬁxl‘. 2 Fm«/éang»ﬂ-w 6\’477,7 7 A

P_Géh‘/{% MA ERUBEPAN ;awv»d/’ AP —‘J«

:

f e somnnd et

‘ 'Z 2’ \nr ‘.ME. 1 s ; n e AT s 2= 7“'"7
ReEALE erv<>«x'+u-yf

E ﬂéizwrs .,wo«& Vil Ggloi 2 ‘




dondefp es positivo o nufo, y yes medido p.e. entre Oy 27W.

Las relaciones se invierten en P
f:\)'\f]v V:M‘;—az" [%4?—%0,')4'1:02 rﬂ"“

. La primera se logra cuadrando y sumando; la segunda divid2éndo

‘miembro a miembro(la segunds define dos valores de entre

oy 1l , pero después puede elegirse entre los dos en base al
<§igno de x;-p.e si x,y son positivos, se obtienen dos valores
de Y ,uno entre O y E{ ,el otro entre ﬁﬁ?, 27, ,pero como X es
positivo, hay que elegir la primera anomalia).Para evitar la
ambiguidad dge procede de la tangente,convidene completar las
dltimas férmulas asi

Im Ll Cviy - _*
1S, ISy
obtenidas de (1). p Lt 7

El radio vector coincide evidentemente con el médulo de z;
la snomalia se llama argum ento de z..Ias (1) nos dan la repr. &
trigonométrica S T3
: 3 54 :P f\’f,;f { +1 8¢

)
sRecuerdo que la suma de dos ndmeros compléjos‘z,z' se obtiene
con la regla del paralelogramo; andlogamente la diferencia. {

'.?“"“"" el preccls e olor r o de~ Yy S )
b e e
— 4 Y as? 4 A/ - f.'. W = Z—z_' e
06bice rodarss EC P af£:~f;u4 Q ot 49T§A‘:i;x;z;~wk,
i # ')%7/' linrs trses 0
se obtiene mediar
te 1la esfera de Riemann.Considero esfera <y la proyecto estereo

grafieemente de un punto de la esfera,p.e.de sy polo Norte N p.

N 2ixo) e. sobre el plano’del ecuador.Nade orr.cia biun.
(i/f\\\ entre los puntosfTde la esfera ¥ lo
LN

=+del plano cor
sideradoTX Bntonces a cada punto de'\la esfera co;

responde un valor de z y viceversa:“los puntos de
Tle 1, la_esfera pueden tomarse como representantesAde
los valores de z.P.e. al polo sur corresponde
z=0./Habria una excepcién ,el punto N gue no tiene sobresr cor-
respondiente,Esta excepcién se €limina as{.Si P tiende a N, la
recta NP tiende a uns-teéngente en N; P tiende 2 un punto al
infinito( en el sentido de la geom proy) del plano T .As{i, con
esta consideracidén de limite seriamos llevados a hacer corres
" BREUES N8R han Bl L A RERIRC 43101 60°RRT R Rubio§O85
el plano TT como coincidientes,es decir se atribuye al pleame T@

L




-5
. A 2 a 7 2
';//,.'(
OAW{: «u,ﬂ

(‘wﬂ/

C./M,é{,:/)lﬂ 0w lnes vt 91C‘*V"«”7V“"*1'

]A,,Mﬂ/v( %% W‘z&")( 4/ ée(s/

&M b\nQWM L C«r«/é‘/ 'C»’(C/eﬁ«l/{ﬂ 4“’1 W{/l ‘u(q r

B

$ (Ao‘co«r }‘—4/4«%06 Wt/ylg’buda Ctr /L(/«(ZW%C-.
ad WM Ll st pets S, _ /'oﬂvﬁf%.x_;
9—0(,()& /"M&k Qwé%g j:.w Ao MW

q/w



,\

Lort 4o )
punto impropio y a éso hacemos corven01onalmente corresponder

z=% .Tuego sobre 2a esfera en N z2=00 .
QVolvamos al plan0'71 Hablaremos de campos o dominios, orecin-

o 300 2

%8. E1 cavo mas sencillo es el caso donde estd cgo sﬁiigago por
los puntos interlores a una linea cerrada L &&&Q@éﬁgno %2 orte
por si misma) y ‘sea regular( es decir .con {nua,8 y qu

B adml,a torn

2o r’ E s d=2; --- 0 s

Dgente variable con continuidad, ce: Zop L elE 2 :
3£EEséT€%ﬁ%. ci{rculo, o elipse, o rmctangulooHe hablzdo de puntos

1nter10res. el campo entonces se llama abl@rtoa si se quieren
gonigidérar también los puntos del conto: ng, 0 frontpra Ly el
campo szﬁ%%&pa cerrado. s g
g Otros dominios t@ada I cerrade y que no se corte, y en su inte
rior 1{nea andloga L. , los puntos interiores a L y exteriores a

S
L., constituyen cqmpo, que se puede cerrar con 1os Duntoq de la
frontera ( L y'L ).Lgemplo la corona circular [
También hableos de ur dominio si L, se reduce / [ {/ |

a un punto: puntos interiores a L, con exclusién - 3
del punto O.En este caso la frontera estd
constituida por L y O.

*Més g@npralmente si tomo L cerrada c.a. y en su interior ,
m 1ineas andlogas L.,...L_  dos a dos exteriores, A
los puntos interiores a L'y exteriores a cada Lh !
ete, se dice que constituyen un dominio,
cerrado o abierto,) con fokontera constituida por la lineas L,
Ll, L ,que pueden también reducirse a puntos/%j AU
Todos estos casos, considerando los camnos aplertos, se en-
cuentran en estas dos condiciones: ——

l) se trata de un conjunto de puntog cada uno de los cuales es
interior al congunto( un pt se llama int&7ior 2 un conjunto de
puztos del plano, cuando puede &&&&&&& trazarse un circulo con
el centro en el punto, cuyos puntos todos pertenzcan —al- conjunto.
Esto evidentemente serfa imposible si considerdramos también los
puntos de la fronters) A (

2) el conjunto es conexo, es deci puede pasarse de un punto de:
conjunto a cada otro mediante una quebrada cuyos puntos todos
pertenecen al conjunto. ,

Y 88842 pueden tomarse estas gzq condiciones como definicion
de un ng;giQ, 0 ¢ampo o rggiﬁ@3~¥%e llama entonces puhto foon
tera del campo cada punto de acumulacidn que ng.sea interior

( se llema puntocd QMW‘\&"M me/ &V /\/f 61_,6
7"‘-{ bv»cagx I MW" C«Ya\,(e,,/ ﬂc7vtt/‘-‘- M—-a)“-j/ww e Fer
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1 2@y L L ecoaned, o
Y, tomezndo un recinto 17319778 segin esta mnocidén,y agregdndol
los puntos de su frontera, se obtiene un recinto cerrado .
gVolviendo al caso mds importante de los primeros ejemplos,
obsgrvese una diferencia entre ellos.En el priﬁé?“ﬁ%Eb“éé&a,J
1{nea cerrads Gue A6 85 corte,interior a I puede refiucirse a
un punto sin salir del recinto.Ya en el segundo caso esto no
es posible.En el primer caso se dice que el campo es simpleme:
te_conexo , en los sucesivos multiplemente ( doblemente,si
” . tenemos L. o un punto,triplemente si tenemos L, L. eventual
: o e
mente reducidas a puntos, etc.) x L
Vengo ahora a las funciones de variable complejaagﬁs
Imegino que z pueda variar en un campo {.de yarizbilidad.
y que por cada valor de z resulte definido,segin una ley cual
quiera otro nimero complejo w, de manera unica por cada val6r
de 2.5e dice entonces gue w es una funcion de la variable com
pleja z, definida en aquel campo de variabilida@., j{ ;

A

Agrego observacibén.Ya he aludido al concepto de entorno circul
e un punto en el plano.Mds generalmente puede tomarse cgﬁ%:ggt
jfao. de un punto z unk cuslquier campo BEEPEEAEREELEOABELEERES UK
LERFEEELEERDLERLEFEDE que contenga 2z como interior, ¥ que sea
| formado por los puntos interiores a linegﬂg_perqggg gue no se
corta, p. e. cuadrado. En el caso de entorno ckrcular , si ¢
es el radio del cfrculo, el entorno es caracterizado por

\Z"Z,} é Z

.donde se toma solo el signo menor, si se consideran solo 10s
puntos interiores...('odo esto vale para los valores finitos
de z.Alguna vez se considera también un entorno del punto sl in
Afﬁig;;g. Para llegar a esta nocién, dejémosnos guiar por las si-
| guientes consideraciones. Juntec con el plano de Gauss considero
'1a esfera de Riemann: entonces un entorno de z( finito) result
| tambi&én sobre 2a esfera constituido por los puntos 2 interio
'red 2 L _cerrada que no se corta trazada alrededor de z.Aplico
esta definicién también al caso dende 2z zocw estd en N.Entonces
L se proyecta en linea cerradas $b®, y su interior sobre la sup
. @8 1a esfera se proyecta en la regién esterior a L sobre el pla
‘no.fsi{ semos llevados a definir como £hatorno del punto impropio




9
la regién esterlor a'una I{nea cerrada etc L .Entorno circular
sera 1la Tegioén de los puntos mxmteriores a 01rculo ( que convie
Ine pensar como un circulo de radio muy grande) < [/ - L =/

de P.T1114E1 numero W, furcidn de Z ,COmo mimero complejo,tiene
(parte& real que “1lam0 u y coef del img que llamo v.Escribiré

: T&e&88E w= f(z)

Eo W u+iv = £(2)

E1 conocimiento de z eguiyale al de x,y.Iuego u,v son funciones
| ~ ( en el sentido mé general de x,y; u=u(x,y); v=v(x,y)sEl estu
‘ . ! dio de la funcidm f(z) de la variable compleja z eguivale al

~ estudio de las dos funciones reales de dos variables reales
g X, y) 3 vix,y)
ara llegar a resultados que tenzan verdadero interds conviene
"limitar la naturaleza de la funcién W.Asi p.e. conviene pedir
' que se trate de& una funcidn continua #Esto significa que -cuand
z varia de poco, también £(z) varia de poco,De manera exasta-
que tomado positivo arbitrario, pequefio como se guiere,siem
pre exista €tal que si Z satiface a la inegualdad
= (Z2-2]<¢ )
necesariamente resulte
(2) -]] <% ()
5Entonces f(z) se llama continua en z;Pero tampoco shora se cons
gue un progreso importante:la restriccién impuesta equivale a
la otra que ladé dos funciones u,v sean continuas en el punto

—4{x,y) .En efecto si f(z) es continua,de(Q) sigue [(Z=PReY)
I “(X,j} r«'V'[Xy} —"‘(3‘7} = ’.Vﬂw‘{) [ = 7

l&[X/.y} "“("7 vl Zﬁ‘/‘[/k,y} -V”/?,yj } . .

A hay- fros 0(%'0“?¢« Qe b | el | [“ISV“VV’J”NW

| $) < Ja el
1 5

HELfa (0 ) welag) ]l s4 e by ] <510

MH_M%&L”L cxvh’ iu%/l,w()(ljg_;x:@‘_a

*, 1) r(y Zj <t (//
- ) ] - L Jer M
G e g e e
%—\ oY ! I/a«q_ jc (%] q-/)" J d
Z ~ 7= % (X)) f“‘:oa,/._ ) 1A G ). A

=




o Sl
]q Wpatlsy) or [0X9) v (53)| 5 [0 (K] ape, e }w////u/;,/
(é)v”"‘“ & L, . 1? 7./% oo | M Al | s Jarng L 44’"“"’“\
Jl’p ] /

/T/“/ ol 7/#&/\/””/ v(w;/] <27 T {//2/-//¢;(<z7
éﬁ.”ktr(t/?mn S UL e conn k] de

Iuggo tampoco con la hipdétesis de 1la“continuidad no g;'sale de
la, teoria de un par de funciones de dos variables reales.6 4
fLas cosas cambian completamente si imponemos & la funcién f(z)
tanbién la condicidn que tenga una derlvadq (unica,para cada z)
¢ La derivada f’'(z) se define como en el ceso real, como limite

én incremetal: 9, yil
?e la razon Z’(} é;w ‘Z(Zf‘/ g/ Al
tencia de la derivada

Aqui wveremos que podremos aflrmar la exis
sl%éﬁh&?d.éﬁ las funciones u(x,y) v(x,¥ hscegos ?portunas hipé
tesis no solocnuallt ativas, sine tambien cantitativas, como lo
explicaré.

. ongo que u,Vv posean derivadas parciales de primer orden, cor
tlnuas Vamps a estudiar si egto es suficiente para que exista
Fi(z): \\eremos que no. Pongoﬁ-wfr y formo la razén incremetal

u(x+°< Jr5)+1w(a1~~< jT/:L "(3’ 7) -"’(7'7/

. KX +//@
: am«a“ K- O e [Py o) “*(*7/]
) : e f-l/g

”P. e. sl considero la funcidn tan sencillg x=
de z, i/ busco si existe 1=

s T T L4
/A o(+.5) d’éﬁ—;: W :*‘_4":;/ lf(‘s%/é(. \",';I“;

R(z),parte real
derivada dengo que estudiar el 1{mite

Ahora bien si dejo ten hqhi¥5a cero p.e. a lo largo de I rec

ta /; e X (m consL) c.e‘ncuentl:ro Ll a b Cof g0 g x LA a 4

b ! oo <

T e 4} 3143 X o Lxied ;%a
Iuego el 1imite que encuentro depende de la recta a lo largo de
la cual hago tender Z a z.X0 encuento un solo valor del 1{mite, e

ecir un solo valor de la derivada.luego la x como funcidbn.de z no
8 ,






s ')
es derivable.- En cambio z_como funcién de la variable realg£3e
‘ aVamos a buscar cualts on lag con'icion s e 1”11*'o1fi&dad.
. Premito que para las funciones derivables subsisten camo en el ca
real las cqnsecuen%lﬁtdggl -tivas a la suma ,producte, cociente ‘de
funciaones derlvabiésw/y*tamtien funczqnes de funcianesfAntes bien
' este Ultimo teorema subsiste también si con51deramos w como fun
eibén de una variable real t a través de una variable compleaa Z,
es decir w(z(t)), lo que encontrard inmediata aplicecién.

Supongo pues ¥ z) derivable. Entonces con31deroﬁz)como funcién
de Te variable réal x medisnte z . /4. / e 093.%) Coa .

w(z(»)) : ? 3/44 A2 A

B jﬁ)— : 2 Ay
ko] JELL L) 19)

e > e
} sk L [ [eaBeds 5o *‘,?} [ 53 rtjl/)

7

A\

H
&7 (W /"‘”’,[‘ 5 R L
S R F,

rDut T AT 3

sy )

Inego ,si la funcion w=f(z) es derivable,necesariamente subsiste

%A!zf ) o

1 Podemos ahora comprender porque p.e. R(z) no era derivable.En
este caso u=x, v=0; las (4),(B) vendrian a ser 1=0,0=0 y la prime
'ra no subsiste

| Las considiones (A) (B) ,come se vecmantitavivas,como 1o habia
mos dicho y no slocgalitativas, tiene,un papel de primer plano
‘ewha teorfs de las funciones de var compl. Se llaman condiciomes

'de monogeneidad ’ v Q/W%M/ ety ey ey & (,chcf_" ,ﬁ,.wm\
PCE: Z(z/ 2 &bl T g ek ‘/@--1} P

S
e an U= w-j C(A) Az Mo, ”,,,(‘4‘“'
fuego(v.arriba) son derlvables también & =z l/z en un campo

al cual no pertenezeca z=09, z donde m es un mimero entero,2n081t
ro o negativo. Averiguo las cond de monogeneidad p.e. para z .
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De lo dicho d@igue que también un polinomio en z es una funcid
derivable( sume de funciones derivables) y también una funcién
racional de z,considerada en un punto donde no se anule el denomi
nador.

“e pregunto ahoras si las condiciones de monogenekdad(A), (B)
son también suficientes para la existencia de la derivada(dnica)
dw/dz .Y pruebo que gi

bs é/'L,- A(er/ = My
donde las u, v satisfacen a las (A),(B) y ademds se supone que la
cuatro derivadas parciales

'd

)«\ L3 ';°:: Ao
sean continuas, exi&ste dw/dz. =

i Formo en efectola razén 1ncremem&é1(llamand0u$(; al incremento

Y 77,7 Vv /lw -
L WYX ole v () X,Y +/N] =~ gl) 4 ‘
;r: g f',_‘j g R e s w2 2 2 I A Y

—
¢ /1\/"('{1‘\;’ ’T' J%—i/‘()(

—

-
o
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Recuerdo shara que si en un campo del plano(Xy) & es continua y
afmite derivadas parciales también cantinuas el incremento de
ﬁla funcidén es igual al diferencial total a menos de infinitésimos
de orden superior, es decir

[m Y/Xf-cr 7¢ 3) r(o(y) q'_i_{:"') 37’(»9/ ,{a +M/J

donde 5 tienden a cero cuandoot/S tienden a cero Apllco esto a
u,v y logro

c?m« l/‘—rw r«)?\.

®© °(1-; A
Juich cunmpto b, ,é4 (AL)A) let o i Ta, el Tdeldp

3 TR
| J 2
X - Pk !
| 1. I ")m 1/
l .
', <-(-(‘) *Q.(X'//S) %_: n /0(_(_7\/1/3 ‘_(, (/&'4-714/)
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Cuando hablaremos de funcién de ® variable comple ja :
mos uns funcidn & £{z) UHiFornme en eierto campo y déin e:dpr
con derivada continua, Se dieeds también fun016n qnalliva 2
}  (estas Pr"n las funciores monégenas de Couchy) | e
: Podemos también decir que £(z) es anal. cuando f(z) 1
las condiciones de monogeneidad, y ademds se supone ;upcggf a
b Yue S8

derivadas i
uX u‘V vX Vy sean continuas

e el 4 (e 2 - ——

P Como¥e veremos despues,de 1la analltlcldad de f(z), asdmed:

@‘ der- Az pricshengisz de EagrdeAv »ya e la= existenci

| de todas las derivadas suces amblen a posibilidad de

| desartolar en serie de Taylor: resultados mucho mas sencillos

| que en la teokdd de las funciones de variables reales. A

f Obgservemos enseguida unas consecuencias de-Zab-Zdondicionies

| e lgampgeperdata eleliiTw W er foriomwnn Pl

; En primer lugar,existen, cahmo lo dijimos y veremos, las

! derivadas sucesivas de w, y luego son continuas( siendo a su
vez derivables).En particular existely es contlnuéjééagﬁp.ﬂ/

J .(2) W 22 22l 2 »

: n v — = l yOé"

‘/‘hLu go existen y son continuas las derlvadqs segundas ecuerdo

k el teorema de la posibilidad de cenmutar el orden de as‘deri

. vaciones: si apisd | ?;f boled ;‘“ 2 e 5“7
’S-‘—Q— | 104D & 7)

existen y son contlﬁﬁas,son iguales entre sifAhoras bien /ua;
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es decir la parte real de una funcién anazl{tica satisface a
la llamada ecuacidn de ILaplace . Las funciones que satisfacen
a esta ecuacidn se llaman arménivas.la parte resl...es una
funcién arménica ,

Lo mismo vale del coeficiente del imeginario. Basta formar
(Ay) (B,) ¥ se ob‘ge‘?ia\v D

v -mwr (5—7"_,

( Pero las dos funciones u,v arménicas resultan ademds relacic
nadas entre si por las condiciones de monogeneidad de Cauchy
Riemann.' &a(a.._.; o eSro omwug,‘n.' Eoeryen s’n,

Tomando los e';j/emplos zf,; ,"ya saﬁé?nos(p. 15)
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Dos funciones arménicas congqggdas, parte real y coef del img.
de una misma funcién w sén, como lo dijimos ,relacionadas entre
sf. Siendo una de las dos dada arbitrariamente( copmo funcién
arménica) que puede decirse de la otra? Estudiofé?’caso donde
C es simplemente conexo.Sea dado u(x{y,) en C.Busco v tal gue

sea NEnB o
a." 3y ’%"ﬁ

Generalmente,siendo dadas dos funciones U(x,y) FLaehyRs V(x,y)
en C, contimuas y con derivadas && primeras también continuas,

tales que sea 9
() 3 v
existe una funcién determinadas a menos de una constante

¥

adlt;\:; tal q((gy;i U ? IFSP " l/ L 2<d k:;-: /Mﬂl

Ta funcién puede obtenerse cono data por éior del inté

gral curvilineo
ao/x,_l/o/

calculado a lo largo de vy 11nea arbitraria A que va del punto
&& H(x_ y.) fijado arbitrarismente al punto £&§& variable (x,y¥;
el Tntégra2l resulta independiente del camino de integracién
porque como consecuencia de la hipbtesis (2) resulta nulo a2 lo
largo de un camino cerrado, es decir resulta 10 mismo a lo lar
go de dos caminos que unan H con (x,y).Al variar del punto H
var{a la constante aditiva .l/”46 cea. % & 2 g5
C?‘m@do esto se aplica sl caso actual, donde
U y V tienen los valores -4 ¢, ; la/ﬂ/ estd

>
satisfecha porgque se reduce a

“431 s &y,
gue es gsatisfecha,como ecuacién de Laplace
satisfecha por la funcidn arménica u .
Por cada elecc16n de la constante adltlva?Eesulta determinadsa
de manera udnica v en todo C sluego tamblenagh) De una de estes
funciones w(z) se deducen todas las otras,que serdn del tipo
bfz)+c

con ¢ constante arbitraria: cofe c«cew o ‘otxém»~e %,

Las eosas camblarlan en el caso de un campo C multiplemente
conexo.En este caso\g% valor del integras ~y~54*-““741‘//[/
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_ 1 f in L core et
ll < luede depender del camino de n,tegracién y ¥ lum u-

na funcibn v(xk,y) unlformé " fampoco se 1ogra una f(z) uniforme
&ofhd diendo dada su parte real e dicho que el integral  puede
eperder del camino de integracidn; esto es una consecuenciaddl
que el integral calculado a lo largo de un ceamino cerrado®no
es ahores necesariamente nulo.Y esto se entiende cuando ge
piemsa gue el hecho que como consecuencia de /7 el integral

(0 S U VG

a 1o largo de una cnma cerrada/j(que podemos suponer no se cor
te) es nulo ¢ppie cefedelidhdid A Z)7se demuestra eplicando
el teorema de Gauss)\

[escsnenf] (o -Rlts

«“i i"

donde S indica el area interior a s.&&&& Si el campd,es simple
mente conexo el area interior a s es interior a C, ¥y en toda
el area vale (/f/ ; el segundo miembro es mulo, y luego tam-
bien gl primero.En cambio, si p.e. el area es doblemente cone
x0/ puede ocurrir que el area interior a s no sea toda conteni
da en C, y entonces la( °) no subsiste en todo su interior,

la férmula de Gauss no se aplica, y la conclusién falta., Que
en un campo no simplemente conexo lag ( “) no sea suBiciente
para concluir que el integral (’) & 1o largo de toda li{nea cer
rada es nulo, podemos controlarlo P e sobre el ejemplo siguien

Tl e el bG8 chel Cr)fcx,,ﬁo Z Con e, dyexcé‘/wc
J [cow.?,, Jo Yot Coexs)
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| Ea—agguggn_lagar “§iﬁiz;rotenoucciuqiglsia»geom.cagde las condi

- 1{neas

u(ar ,/M{M)( U~(:x Y) = lcandaf.

- Las (A) (B) expresan que esas familias son ortogonales, es deci:
que. las dos lineas,una por cada familia,que salen de un punto
gener1oo del campoC . se cortan a dngulo recto. En efecto, en co-
ord. a3 corrientes X,Y las tangentes a las dos lineas que gsalen
. del pt.(x,y) tienen ecuaciones

e 1y « ' P V- Sy
—-;(/\—h) +% (‘J~j) zo| 5_;(}(-,,}*9.]_(37}__

¥ la condicidén de ortogonalidad de estas dos rectas es

| (bu Vv~ ')c‘ (Dv- —]

| SRR SR Y

- que se cumple como consecuencia de las (A)(B)( basta p e substi

tuir ¥ %! )£§81 y,tomando f(z)s &z tenemosu=x,v=y, y las dgs

famlllas de rectas perpendlcularég-'z ¢u~u/(7 «t- Tomandow=z

tenemos las dos familisas o
x"—y”: a szé

La primera estd constitufda por hipérbolas equildteras que

tienen como asintotos las biseffctrices de los éngulos de los

ejes; la segunda también por hiperbolas que tienen como asinto

tos los ejes. Resulta de 1o visto que las dos familias son

ortOgoqfies :

\\\ \,‘;3 S5i tomamos w-lgz, tenemos( p. 15) las dos fa-
'3 miliasg

h 1 X | | |z /:_‘{ PR IR
l"+7v . { 2‘1;’ 2'1-}“

es decir &(z f]/_ac-a L{a‘?,)‘] -0

La primera femilias estd constitddd por circulos que pasan por
el origen y admiten como tangente en Oel

fﬁpjﬁk“\ eje ; la segunda.... el eje ¥ .También
L ) estad dos familias de crculos s9n orfogonale:
1> TN S De dos familias de lfnesE éﬁiaaggé;atgr
Fg=~ o desippes se dice que forman un doble.sistema
Nl " ortosonal, o también que cada una de las dos

,‘ 7 families estd comstituida por las trayectoS-
e e S Sea s o S AU
SRR AT S A e
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rias ortogonales de las lineas de la otra familia .
Observacidn. .BReILEALRRAOLEGEADIBLTLAELAOELLALLLELAELLOELAOELA
A3 8488808883 2REEEELOLEEERESEHS 888888 &G &R ELEREHELEER Ta proO
iedad demostrada es vinculada a la circunstancia que cada una de
as dos lineas de las dos familias que salen del punto consideradc

admita en este punto una tangente determinada( de la ecuacidn de

esta tangente nos hemos servido mds arribaj y ademés para gue te

ga sentido el enunciado es preciso que pueda hablarse de una tan

gente determinada).luego en el segundo ejemplo si tomamos el ori
 gen, las lineas de las dos familias son 2 -y“- ¢ , Xg - .
es decir par de...y par de...; y las dos primeras rectds en efec
t0 no son perpendiculares a las dos segundas.Pero esto, como lo
dijimos era prewveible. ©tra observagién Bl pEOPELELELESE En
enunciar la propiedad,hemos admltlddvque por SF 1 punto(x,y) de C
pase %ang una sola lfnea p.e. de la primera familia, y estd

a linea ﬁerfectamente determinada
5).. w (x,

Esto vale si el punto (x,y) es decir el punto z es un punto del
campo C de existencia de la funcién f.Esto explica una contradic
cién gque podria pensarse de ver en el dltimo ejemplo donde toda
las 1ineas de las dos familias pasan por el origem, es decir pox
Ono una,51no infinitas 1ineas.El hecho se explica porque en la £
funcién w= l/z el punto z=0 no pertenece al campo de eximtencia.

0 Vuelvo a las funciones anal. Hemos visto gue un polino
mio en.z es fn an. Una generalizacién extremadamente importante
es esta: en cambio de un polinomio en z considero una serle de
potenciss en z: 57D

(1 @, +a2 +a 2cay 2 +... :2'“7- (74 (o‘)
donde los coef. son constantes complejas Tambien “esta serie re
presenta una fn. an.ca de z.Pero para poder enunciar de manera
exacta el resultado, debemos comprender bien unas particulsridade
Cuando se considera una serie de potencias en z como(l) a prio
ri nada se sabe sobre su convergencia,y luego tampoco puéde afir
marse que represente una funcidn de z, ni a mayor razén analitic:
&n primer lugar encontraremos que existe un circultd can centr«
enel origen tal que en cada punto de su interior (1) converge,en
éada punto exterior no converge, mientras que sobre eI“*irculo
mismo nada puede decirse.Se incluye el caso del eirculo de radio
nulo ( la serie converge solo en el centro) o infinito( converge
en ¢ada punto propio del plano). Ante todo# demuestro:
si la serie (1) converge para z=z  converge absolutamente en

) SSERRSE e
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mda punto z tal que sea IZL 7
Kritqs bisq, demostrar@ QS§§:§§éi en

las mismas hipdtesis,si trazo un eirculo
cuaﬁﬁulera C con centro en O y radio g <

| 24i ,1a serie (1) converge en todo c
ab&solut mente ¥y uniformemente C1¢g/m1q<*J

e TN S 1 i T NSRS am——————

; “ecuerdo gue una serie conVergente se 11ama absolutamente con‘

b 4

vergente cuando converge wAbA%Bn la serelde &k& los médulos
de sus términos: de la convergencia absoluta sigue la conver

gencia,pero no viceversa. Bx;s;==50¢ﬂ1qéuﬁ Afes bo
-!"'Y-: O(,, fl/r

la serie
'AI =Y e q)‘( S —a

88888888 es absolutamente convergente,es decir es convergente

la serie wr| </t] lAvl<2/%J |
s I“If-l%{ "z“’-/"‘%‘/d 77 |
—— Z R \Ae |
que las serle\nsﬁxtemlnos reales
/ L M&k: 5 A /v . o ;" -4 ”_' }")» )
M il A Falk . Tt 1r s LT Ur

s,porgue como

-absoluta sigue la convergencia.®syPero no vigewersa: ya en

el caso real puede una serie ser convergente sin serlo abs.te
v.c§g. —y o

i~ r

tﬁf“*“CuanKB a8l término de una serie Wnif.te convergendée en un

campo, se aplica al caso de una gsérie de funciones( de varia
ble reall o complejad, y P. e. en caso complejo significa esto

Si la serie

{i2)¢).x) « () -
es convergente en un campo C , &8 8883 ELEREELEELGHELHELELELEE
es decir en cada z.de C, esto significa que,fijado de cualgqui

ra g-en C, y tomado & arbitrario, exiyste n_ tal que
m

e B e T

(3 ok 4(‘ M bg' / ﬂ,{/;m_,,.mw. .
» X




Lo ence %3e, Wﬁu

[
A o, mC‘" ‘77/{ /w)[<f/l"4«
ts,éwéo x |
T(/\a,._../«- o j:e": /1—7:;-—: 3'1 b i %{/( vk

J

0_1- ‘ZL’W‘V W-'/"éaf/wvcf sy a.,ﬂ./{,c«w& 9 b ’é Il €9

W]:/ﬁ‘? ,(64//4&,,} +£[oué Zn Mv 17)
; //”) j ) 4 G

W/({m”‘/}‘/“‘ 5 rRr.aPn p Vet | Yot
*fe 7 ' =
V ‘7:1) ]:/,4—7( ‘7;/1_2,.,:.1

o C'/ ¢/ ¢
G k}w Py a{i/.a 95/ ;_e,"" 4:5 ] .
Ly L 75 %M A ey tnlran.. e

A )
U‘LM “VL'\’W PN “7(4;«/\ Eodn A Wi«‘w N
7 7



|
: 35 :
significa esto: que dado -~ arbitdario puede determinarse n_ tal

gue para ceda n mayor de n, resulte cumplida (2) pera cada’z - ‘
del campo considerado
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A propdsito de serieyunifte confergentes de funciones de varia

ble reel, recuerdo &ed teoremad siguiente&

) te
1@ Sl en un 1ntervaloYY§ serle& ( es unif Ez convergzgﬂ},zv

: (
¢ L b A ARt X
” g AR &.‘__ '{+ i</ “H ] 5,.,,,«,(1/-,« Lo ke ..

Asi B&& se expllca,zné Do e.fﬂm el ejemplo que precede
= TInego
arax=0, y £x=1 para los demds X. [
pL(“}Z’/val&b/ ) :&\«f}’ _)‘( -+ lf‘,/xj :Oru,, o)
El 1{imite de la serie es distinto ~de 1la serie de los 1{mites. Yi
eso puede ser porque en ur intervalo que && contenga x=0 la serie

NO converge uniformemente. ‘
Recuerdo también los teoremas de la derivacién ¥ integracién

/mnrkﬁ*'éééuu” ”EéZ Si las funciones u_(x) son gerivables = 4
Ta serie las f ones es convergente, y la gerie de las derivad
se& supone unif.te convergente, entonces puede aplicarse la deri
vacibén por serie. En cambio para que se pueda integrar pPor serie
es suficiente que la misma serie de las funciones resulte unif.te
convergente.

« Lg convergencia uniforme no es siempre facil de constatar.Hay
un ¢aso en que puede asegurarse: el caso de una serie de funciones
que llamaré totalmente convergente en un campo, 0 intervalo.Me
refiero p. e. al caso de una serie de funciones de variable comple

ja 2z [y 1.(z) + l.G)e - -

Inamo la serie totalmente convergente en C si la serie de los va
lores absolutos /‘f{y puede mayorarse en todo C mediante una serie
convergente, es decir si en todo C resulta

l];f(b)l~ r | T
[L M'*’M\'\""" ! |

es convergente

t

En 290 k}:c

donde







: 39 “b@.i? by
vserle (1) es totalmente convergente en C, es tamb unif.
te convergente en C ( y analog.te en el caso real). En primer luga:
la serie de los médulos

(feet L)l e -~
bs convergente para cada z de C, porgue es una serie a términos po
sitlvos ordenadamente menores que los corr.s de (2).Iuego (1) es
3EEIBERZELLDREELELELLEES B8&EHEHRES 2bsolutamente convergente en
cada punto z de C En segundo lugar, tomado € erbitrario, siendo

(2) convergente, pdentbor—te cxnl o u, CA L Y ST

mpyh,
: Mgt Hose 1 "B
11 | W/ ' i , , , I
A/L“‘r‘» SN /W/%L«-'@_ ;’gb‘fl Lc/j' s /Tl/'(l G 7{ é‘«y
/4 - M ‘ K v {
‘5\/\11\2’)1"*"'; =3 L& 2 e o

- &) }&%-/ f\/.// WK Z Y 4 D o P g S

= | {
‘ /j - 1 l1d
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i elvo zhora al teorema enunc1ado %;—?%%n—@?T?r 33.Por lo vis
to basta demostrar que en C la serie 5 = =
D Qs +a, 2 zac B ra s
converge totalmente, es decir posee una serie mayorante. Ahora
bien
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0,(a Ultima serie tiene sus términos independientes de 2z, ¥ resu!
ta meyorante de (1) em todo o1 circulo C. Ademés es convergente

siendo una ser%ﬁ geoméﬁfica de razbén ,
al/2sll 2 a flrel |21 Q<
Luego (1) es tota ente convergente eﬁfat*etc. 1°L ‘

Observacidén.Podria preguntarse porque gohams en el teorema to
mamos a<p]y noasp4Efectivemente si tomaramos o/ no podriamos 1lle
gar a la conclusién, porque && 1a serie (v , si-tomésimos=—

resultaria divergente,y nuestra conclusién dejaria de subsis
tir”’;Podemos ahora definir el circulo de convergencia de una se
rie de potcncias (1),como 1o dijimos a p 3l. &das&& Si (1) conve
ge en todo el plano, se dice “%iene un circulo de conveis ©o
radio infinito# Si no,considero todos los eirculos con centro
en 0, y sus radiosd® 2 :m4s precisamente los valores de a tales
que en el interior del cirulo la serie sea convergente .Este
conjunto de valores de a es limitado,y tiene 1{mite superior:
sea r.Entonces_ el circulofde radiod r es el ecrirculo de conver
genéf% ( y r se llama el rodio de convergencia de la serie: en

el caso donde esta....se escribe r= O/

v ,En efecto, si tomo 2 dentro de ) ;pR&&BLELAE

B EBEEBHLBEEAGHLINCEEHLEECOMO T eg el limite

’ superior de los radios de los circulos en cu

y yo interior (1) converge,puedo encontrar un

tal redio a ten projimo a T cuanto lo guiero

v en particular mayor de |7\ .Entonces z res

ta interior a2 un eirculo en cuyo interior (1) converge, y lueg

en z( teor anterior) (1) converge wtéeSi en cambio tomo

z exterior al circulo Z,la serie no puede converger en z ni si
quiera simplemente.En ©f L

ecto,si convergiera, sgempre por el mi

K mo teorema, convergeria en cada circulo de
/" TN radio menor que |2| ,y podr{a tomar uno de es
‘ zé ; tos cireulos con radio mayor de T, nientras
\}\\_’,/zg todos los ciftculos en cuyo interior (1) con

- verge tienen radios no mayores de T cdd

Podemos agregar que en cada circulo interior al circulo de cor
vergencia le serie converge uniformemente,como resulta del tec

de p. 3T (/"A""""’ [@-/4« Feecr ﬁ{W'/ -Z"‘"f" o:cnz.%m.«‘qc_»

e
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En casos particulares puede el radio de convergencia reducirse a
Jcero.p.e. si tomo e

¥ 51-2"3“1.3333.4.‘, £ Z_')T 2

vorque si &8 X es distinto de cero, el término general no tiende =

- cero:en efecto su médulo 248
I wfl g
e‘uno

, apenég\éIviene a ser mayor y Vviene a ser la potencia~pﬂ
de un mimero mayor de uno( § tiende a infinito. Ay
DETERMINACIOQ N DEL RADIO DE CONVERGENCIA=Teorema de Cauchy:];I_a
demard. Este teorema mon aprende = determinar efectivemente el
radio de convergencia de la serie ;
(l) A, +a,z+C e, .« - 4
Una sucesidn de mimeros reales, y que podemos aqui suponer no ne
gativos( los resultados se extenderfan facilmente a este caso,

FaEat +8R e%ngeggs%gnder a Jg'lzﬁiég;jéio sdampre tiene 1o que
se llama el mdximo limite (eventualmente infinito),definido de 1a

~ manera siguiente.El conjunto de los nﬁmerbs’ui siempre tiene
ﬁibmenOS un elemento de acumulacidn,si, como por ahora 1o supon
goleg,acotadoxx superiormente; ya lo es inferiormente) .Puede

| tener varios.la clase de los elementos de acumulacidn es tam

. bién acotada( porgue si existierano els de ac.n grandes como se

' quiere,habria tambiéy, en su proximidad, elementos del conjunto
grandes como se quiere)=Sesa A~ el limite superior de los els

' de acumulacién.Es sabido que tada clase acotads de mimeros rea
les tiene un 1limite superior, no siempre tiene ur mdxim D€,

| - la clase formada por los ndmeros Ve b lene 8 ol g q Cecorant, ,
i 4~ 7o 7= e os bty Cympent

: 1L it e, Py = nhte,

. tiene 1 como 1l{imite superior,pero no tiene mdximo).En ggte caso

~en cambio p#gde demostrargd oue )\ ,limite superior de los els
- de acumulacién, pertemece a la cdase y luego es el médximo de

- los elementos de acumulacidén: se llema el mdximo 1fmite del con
- junto de ndmeros considerado ( que hasta aqui no es preciso gea
- 5

P&mrque el 1limite superior no rertenece necesariamente a la clase
- Si pertenece a la clase,es su mdximo: cf- el ejemplo.

una sucesibn, sino puede ser un conjunto*;nfinito de mimeros

- reales,acotado superiorment@. En efecto,representemos los ndmero:
i dqﬂconjunto como puntos de una recta. ;
7 OO0 JI_Segmentafglsveie 48%] ey e X T

. )
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S5i tomo un segmento, pequefio como quiero, A W—"
g entorno ‘del punto , este segmento g W YA
necesarismente contiene glzun punto de™acumulacidén( tal vez el
mismo panto A ,tal vez otro punto a la izquierdad A ,siendo X
el limite superior de la clase de los puntos de acumulacién),sea
n_1__.Por otra parte siendo m punto de scumulacién del conjunto dado
K , en ‘_ad,% su entorno, P e en el mismo segmento s tienepque
estar & puntog del conjunto dado.luego en el ntocrno 3
pequeflo como se guiera siempre tienexque estar Mel
conjunto dado.¥, por la definicién de el.to de acumulscidbn, esto
sienifica precisemente que X es punto de acumulacién& del conjun
to dado 4

Mo Cm el '//Mkcmé @ QC/C'ouV—-v( K a
c‘“"‘,‘c'”""&/"w{iv;’@r 74 Cpte ety /,«::e.o Y anid Lo >, "‘
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En el caso que nos interesa,de una sucesién, el hecho gue ‘\\
‘es el mdximo l{mite sisnifica: RV

1) de cualqulera maners se tome f// A ﬁ
todos los mimeros %e la sucesién , a partir de un ciert&}ndl
ce son menores de ( porque si hubiese infinitos puntos T lo
Ya derecha de ﬁ esta clase, acotada como la sucesidén dade,tend
dria por el teor Bolzano Weierstrass al menos un punto de acu
mulecidn, que seria tal tembién para la sucesidén , y resulta
ria & la derecha de \que,en ‘cambio, es el punto de ac.mds a
la gderecha) :

‘ ) de cualquiera vez se tome 1J \ X
existen infinitos ( no necesarlamente todos) &mimeros de la
sucesién mayores de 1( porque si no no podria Xser un element
de scumilacidén de la sucesibn dada)

[ P P S e N S

(1) préximo a >\\ cuanto se quiere.

En el caso donde la sucesién.tiende a un limite en el sentido’
ordepario, esto es tambidn el méximo 1{mite,siendo entonces e
unico el.to de acumulac:xéng ay pero,como 1o dije la vent
que ,8i la sucesién es acotad‘a,el méximo lim, siempre exist

\ .
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' fs{ 12 sucesién

! J
f L APREASCREE "‘ P EHERSCTRESER |
no tiende a un limite,pero admrt:e z como maxj_mo ln.mite X
¥ Ef@é(u

ISR 4 - 4"1 “" = 2 ,o(h‘ﬂ/‘* Mdl’éxv\q /

¢Anéloganente,si la sucesién es acotada inferiormente, puede defi
nirse un mimimo limite

lim un 9 M. d/\-—l U

Es ei=elementd"52himo ( nec,te existente) de la clase formada po
 los elemntos de zcumulacién.

La definicidén del méximo limite que dimos vale si la& sucesion
es acotada superiormente.En el caso contrerio, esto significa qu«
de cualquiera manera se tome un ndmero N, grande como se quiere,
giempre existen en la sucesién nimeros mayores de N. En este cast
gse dice que el mdximo limite es infinito y se escribe

ey = O
De esta manera siempre existe elwézgf ,sea la sucesidén acotada o
no.Anfte el minimo lfmite. X M ===
Esto siendo bien entendido, el teor. de Cauchy-Hedamard dxpresa

Iue el radio de convergencia de la serie
(n . Q. «9, ¢+ q_1~

s el ndmero 1/L reclprocg de_ 3_‘ \
i z Jlai el iy, Vil

donde se entiende que gi L resu1EA&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
cero, como radio de convergencia se-debe tomar R= o- ,es decir

la serie converge en todo el planof_y si L-resulta infinito, se de
be tomar R=o |

Para demostrarlo,supongo por ahora L no nula ni 1nf1n1to Debo
probar: ol
1) sifz)<¥ ,12 serie eanzgggverge~

2) Slpj,;_,la serie en el punto z GIWeEEE. 1o Coriueage,
Empiezo por1).Tomo un mimero a entre{2 | y 1/L,es decir tal que
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FDetestro ahor#:la funcién de z dada, en el inferior del circu
‘\w lo de convergencia por su desarrocllo en serie de potencias es
~_ derivevle, y la derivads se obtiene derivando termino a térmi

no.&h&&s Aquellc funcién de z, ffz) es une funcidén analitica.s

T '7/"): Qg +G. 2 1—4»—3-\' a)
3 | |

L elR) e € 2ay ()
| Tembién esta posicidn tiene sentido pobque,como lo sabemos la
i 7 | g oy K T T T P S o R S < P
 gerie a segund6 miembro es convergente en el circulo considers
dofdltimo teorema). Pongo, separando real e imaginario
&y bty 20 0% g) v VT (xg) XX 100

3
;
3
i

X Entonces en la segunda serie el coef. de a es decir la derive
da de z-n ,esto es E" ,serd( p. /) ) ,
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PV Cotsne b3 Q) Oy e funcel oy g
negem%e ( p.41) en cada cirfelo interior al circulo de convergenci
[uego 1o mismo ocurre de la serie formada por las partes p. e.ﬁJq

reales de sus términos.luego(p. 37 ’ podemos escribir w
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¢ Logremos as{ una clase muy vasta.de funciones analiticas, todés
as definidas por un desarrollo en serie de potencéigs.Como lo vere
os, 8e obtienen asi, substancialmente,todas la funciones analitic
“Existen en 1la teoria de las funciones analiticas dos puntos
e vista: el de @& Riemann, segin el cual se parte de la hipotesis
ue exista £, si queremos continua, es decir de las condiciones
e monogeneidad. El de Waierstrass, en cambio, parte de los desarr
)11os en serie de potencias.Hemos visto zhora gque de la segunda
ﬂefinici6n sigue la primera.Veremos después que de& la primera si

fue la segunda, asi que en realidad los dos puntos de vista vienen
, identificarse. e el allim o ¥
Naturalmente logramos asl tamblen nuevos e jemplos de funciones

\rménices, p. es. tales serén la parte real y el coef del img de
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Afiado unas observ;Ziones gobre la funcidbn > =
log z

considerada como funcién de l= variable compleja z, 10 que es PO
gible,como 10 explico.Pero ahors las cosa son un poco menos Ssenc
1as que en 1los ejemplos que conocemos .Ahora no podemés'pensar‘er
el mismo procedimiento,es decir partir de un desarrodlo de log ?
en serie do potencias de 2,¥ ademds v4lido en todo el plenoj POl
por z=0,el log no toma una valor finito, y por consiguiente aque
1a série no puede existir &Defino loz 2z agi.Parto de z no nalo,
que escribo en forma trigonémetriea .
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donde el segundo mlembro tiene sentido para cada z no nulo.La fun
\mién asi definida satisface a las condiciones de monogeneidad.En
W

bfecto ;
g by SRy a6 2,
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N ren @ Todo esto estd bien. Pero la funcién lo 01

me: en efecto en su definicién el coeficiente del im ginario
es solo determinado 2 menos de miltiplos de L7/ .En

cambio, podemos considerar log z como funcién uniforme de z

si limitamos el campo de varisbilidad de z de la manera siguie

te.Si tomo todo el plengs y parto de une posicidy de z puedo,,

sz | | lwa a su posicidn inicial de manera gque el
- L .2~ wvalor de ¥  ,deducido por continuidad haya
fC* T variado de L7 ( si hago un giro alrededor del

origen).Esto explica que sz no sea una funcién
uniforme /Pero se dejo variar - en un campo
que no permita de hacer un giro alrededor del
‘origen, es claro que en el interior de este
campo pueda tomarse una determinacidén unica de ¥ .Se tgat
en substancia de un campo simplemente conexo,quée no con ngg

e B




‘el origen en su interior. As:l'. log z viene a ser una funcién unif
‘me. gQue,en todo el plano no pueda w= logz ser uniforme se expl
ca tambien asi. Decir,segin nuestra def1n1c:16n que . |

w =1logz =1logp +¢ ' (7
‘equivale a decir que :
e (ﬂa(//:;,;_ﬂ' ; w-_: Lojp tey 4‘7/( r cpe R z_,e_ﬂ.(:.)

it sl g @) pepe pot il
e_‘“'”—-/oé‘éf ilr la rnithadhes, Bicnicen Csplops
;«w(’/z Wﬁww mewmoéva /Wlﬁ‘
¢ _.Io (wv.,, NZyaARERE [oj  ve (ame
e 1] Zj/o+z)a ed 1) @ Ahon b Efoi onp g
| éa.q d#&/»\k U, (€z+1 7.7 '€—_z_ €L~""= . (cwqu.'_,/

}:e) é—)__,“f/c&kc c,L‘/— %ﬂ 5 =
e WA

| AR RN LY %/ Co e L5 "(‘(/4/1'b// 2

r,. 51*4711) el b . L W/MVC( M/W%L_

l/"‘A/‘\« 0&2»

| | A ponerr 407G complicacn  GUide ot At

| Ge,ommm bo A T

‘ 43/0 4 X Seyt T's amql "

?w., /MC«W, aWO’Y’ACﬁa c./z»/.«»/a\)q,, ((/Czé’/cog ol 4 «70 /
Segu.n p. 29 las lineas u= const., VE const. tienen que formar
un sistems doble ortogo I y asi es( ‘efrculos con el cemtro

n O, y rectas por O .
%RIE DE POTEN"‘IAS CONSIDERADAS SOBRE EL CIRCULO DE CONV= En el

terior la serie conver
g€ ,88& en el
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el mismo circulo de convergencia pueden ocurrlr c1rcunstancias

dlstlntas. 25 QAL 204 > .

La serie

f+21~2 - - -
 tiene 1 como radio de convergencia(» 51J.En este caso, de cualquie

ra menera yo tome un punto z sobre el c¢irculo de convergencia, nun
ca la serie converge.En efecto, para cada uno de tales puntOS 2
siempr:E;}frffuego no puede ser ¢ il :

2" !
o0
porque tendria que ser también )
LRI F

mientras (2| =1, y luego el {1timo 1{mite considerado es 1,y no
cero. '
- Bst ejemplo puede generalizarse asi.Si tomo
Ao +q,2 G2 gue 7o seq Colay.le

&ORELESREHELLEEE donde supongo ggg9g35552kg4¢4g4xaa%'y ademds §ce -
logm YnedT X

N9 Al
sigue ( P.53) que el radio de convergencla es 1.También shora no

puede la serie converger para ningdn punto z tal que sesa
\z|

popque tendria que ser
61414_ 2[‘7 &ﬂm d/mlq'b
et n= oo
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&ua.nto al punto_z-" , en el ejemplo de p Za la serie resultaba

divergente .BEs “formar otros ejemplos en los cuales la gerie
onverge también en este punto.P.e.

Jd
Z+ +z—- f""‘

las hip. de\I)——T;‘“f‘in, son satisfechas, y la serie converge tanm
ién en el punto z=1, donde se reduce 2 la serie
Ll Lo
| 2% | g™ A ’
. . I
que es convergente( Cwart p r&idian tny Jos ,% \PICIMR:

Lo X N[ pailiin, es gahn'h 7k '{"'7 Caganrgsen /u-yoeyl
°<<
7 a Vg M‘J I) Asi logramos también ejemplos donde

ot g B sy

la serie converge en cada punto de circu10° 0 en cada punto con
una sola excepcién.

@Reletlvamente a las serle;lde potencias consideradas sobre
el ecirculo de convergencia, enunc:Lo( sin demonstrarlo) el teore
ma de Abel: Sl en el punto z_del circulo de -convergencia una
gserie de poten01as es convergente,llemando f(z) a la suma de

la serie( en el interior, y en los puntos del efrculo donde la
serie converge), tenemos
Z['L) /[zoj | (n
2 donde e-i*pasaje gl 1imite se hace =2 lo largo del rad

dio del eirculo que va al punto z_ & En este sentldo

la funeidn £(z) sigue siendo continua en 108 puntos

del circulo donde ex1steﬁa continuidad en cada

z interior es conseguencia de la derivabilidad
(p.18) .Pero-esta demostracidn no sirve cuando z_ estd %obre

e o

el c1rculo, porque tendriamos que cons:Ldﬂrar & A Z=

< 5 2 2/1 aqg_‘t;, . cen, verba 4"3¢ 'y
2")2,, Z -1~ Zv;tngwu, (2% J4Y"*V<l(ﬂl Cang s

¥§1 hacemos tenderz‘ azde manera arbltrarla,puedezd estar
uera del c1rculo, vy no ex1st1r . BAV 5P P A < CHY 3
; 7 % /’ ; 2 -

|
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pruncIONES ANALITICAS Y REPRESENTACIONCONFORME.Siendo dada una co:
eresponden01a( o) representa016n) &8& entre los puntos de dos
planos Ty @ ( o entre campos de dos planos) distintos o eventual
mente coincidentes, ella se llamaz conforme cuando, tomadas dos 1i
neas del primer planok§&&&ZER&ARZ& que salen de un punto P, ¥y su
éngulo, las dos lineas correspondientes de 7,que salen de 2.

se cortan en P segun el mismo dngulo( dngulo de dos lineas= £n
gulo de sus tangentes)gEjemplos. similitud, o trasnformacidn
por radios vectores reciprocos( inversion,v. curso 1939- 40)

«Considero una funcidn analftica

W= {(2)
Imagino de interpretar como puntos de un primer planowde Gauss &
1Qs 2z, y como punbdos de otro plano (eventualmente sobrepuesto)gb
las w= us+iv.Nace asi una correspondencia entre @ y 7 .Ahora
bien, 6 _cade punto z donde no resulte nula la derivads » i
2 b he I : el
representacidn es conigzgglpomo shora 10 veremos. =

fue donde sea &%&% f '(z)=0 el teorema vengs adAGALELLDOAEMDSE
no subsistir podemos controlarlo sobre un ejemplo.Si tomo p.e.

W2
al punto z=0 cbrresponde w=0, y por z=o0 es f% o.Ahora si en«é&:go

wafpper planos »;,rmou}w wms\«qj& (P y(/" Yyl
Cro W?’ fe iid ’{W&W

| D.‘,..’r ,. =
i “F “"‘f
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Al desplazarse P sobre una semirecta por O(\ = const.), 10 mj::!
ocurre de P'en el segundo olano en particulsrr al&&&&&&&&&&&&&
semieje real positivo, corresponde también en 7' el semieje and-
1g0: pero la segunda férmula ensefia que el angulo que otra se
mirecta por O forma con aquel semieje no solo no se conserva,sif
no se dobla pasando al segundo plano.

“E1l teorems pueds enunciarse también de la siguiente manera
,equivalente, ma donde se habla solo de elementos reales.Consi
dero sobre?T yl;,respectlvamente dos pares de ejes cart. ort.
x,y, ,y 3 ¥y una correspondencia definida por las férmuias

-(A(xy) j‘; (/‘(9('7)
siendo las funciones u,v derivables con derivadas continuas
que satisfacen a las condiciones

A (_D;“ v . A D“‘ Dw
W . 0 |

~Bn cada punto donde no se anulen las cuatro derlvadas_g“ et
la representacidén es conforme.( Decir,en el primef‘“ﬁhnciado
f’(z)=0 eguivale a decir(pl]) Up +iVy =2 g 72 7 w»__,q] g

es de01r Uy =0 L) ol o st Bsrte
¢} Para entender bien el alcance del teorema,géfgggﬁrﬁgfb Si

consldero la correspondencia nés general entre dos planosg, defir
da anal.te como ahora,sin las (A),(B), vamos a ver que si tomo

en el primer plano g§(p nto P donde no se anule el jacoblano
« b.s) e, -

no solo, come es 1ntu1 140, a lineas tangentes entre si que
salen de P corresponden lineas tangentes entre si que salen
de P, asi que nace una correspondencia entre las rectas del
haz P y las del haz P ‘( en cuanto tangentes de lineas correspon
dientes);sino que esta correspondencia entre haces es unas proyec
tividad .Cada correspondencia entre dos planos,de naturaleza cue
gquiera,con tal que rigan las hipbtesis muy amplias que hicimos,
gsiempre da lugar a un® proyectividad entre haces corregspondien
tes. Si, ademds, subsisten las(A),(B) esta proyectividad en
tre haces viene a ser una igualdad.
¥Empiezo por el caso general.Sea P(x,y) Yy sea_&buna linea que
gsale de P: 1mag1nqndo sobre esta 1inea, en proximidad ge P, de
expresar y como y(x), la tangente en P tiene como coef angulg;
calculado en P: es sabido que este coef. vale tg 9‘ ,don'\'1

R e m—

el
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oy 06 & es el dngulo que el eje x forma con la tany

A 1a 1{nea I corresponde una linea L que pasa Dl
P’(x; yJa Su 22888458588 representacidén analiti

b ca puede imaginarse dada por las ecuaciones para
" métricas
sk 0l s 2 K(’t ) J(: I/(‘Xy}
donde y se s'ﬁ'é'f'ftu ¢ segun la y=y(x)#El coef
engular de L'en P’ 88 es 4y, es decir
46, % CABRE a7l ARESSrl
‘ 411 - CJ 9 L(] :

llamandop el dngulo que el eje x'forma con la
tgngente en P.yEn esa "féomula se lee 10 que gqueremos: en pri
mer lugar de cualquiera ve% se tome la ecuacidén de una linea L
que pase por P,el valor de Q depiende _golo del valor de«_Qm
'( porgue las canT’“tades”‘ & no dependen de L); es decir lineas
tangentes se transé.’cgrman& en lineas tangentessEn el ha§ P, ade
még,puede tomarse. como coord.da proy.va de una recta del
naz( wes ule M Ay o )/.7 G & (K2} “@%‘;%7@*“554”“ ‘7(97(}
'y an.te en el haz P’: ahora (Y ) es una trasnf lineal fracciona
ria e&ntre& las dos ccordenadas, y luego representa una proyecti
}dad( no degenerada porque el determinante de la substit. evid,
te coincide con el gacoblano, gue sup'asunOS no nulo en P).
" #Agrego shora la hipétesis que rlfa.n (A) (B).Observo que &&
%& el jacobiano ashora wvale
A Uy Up gy < -
\ L V?) s I"“J AUx o ftc] '
y luego se anula solo si‘anulan &, , y [ G PRVIR Va2,V Y
es de01r las cuatro 4, « .# En. J.P fnrmufa (?) divido num y den
por ©, “2( que es lo mismo que Y ¥ 1ogro
PEM

é N
b _ /4,?&/%@ bo =l

1 + U /Z}v }
-ai dov-— uedo ribir poniendo .—" =m JL = -
que sien « Dpue escri ponien y )

B (’/(,.(,}9%.4 gawlwu-—/({'

Vil v, ko, fcfno Qindiria O M/@'IJ& | a
w./w‘./l(w /v-c.«

Ny 2 Abol lospsiihthE ’W/?/[/u\b Yy z0, @

ko r 57 e st dan G & Aorinde]
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fﬁf:%&o{zanzﬁ? rz?tO:Pre- aqui fos dngulos gzmﬁ?@eda impli-
cT¥amen e T1jado un sentido de rotacidn en cada pl%no,y puede'dls
tingairse entre las igualdades 93’?@ vy ap=-cd segun que log an
‘gulos 2b, cd resultan recorridos en el mlgmo sentldo(gs decir en
lel sentido xy y x’y°, O ambos en los sentidos contrarios).luego p«
'demos hablar de igualdades directas o inversas de dos haces de p}g
nos distintos,si en cada uno es‘fijadO'un'na? deAgges,como acg.‘;
Entonces tiene sentido hablar de transformaciones conformes‘d;rgc
tas 0 inversas, segin que.... En los dos casos tragtados, ten
hos respectivamente una trasnformecidn conformg,@giggngo.%Exg;sa‘

@ La funcidn w=f(z),de la manera precisadadmas,irrlba,pone una
ndencias conforme diregta entre kos dos planos z y w
::gie:§;undo resultado pueag-égsﬁiiarse : 12 funcibn anallt%ca

wzf(;),donde 7z es el n" cpl conj de z, pone una trensformacidn co

Forme inversd entre los dos plenos Z y W, en 10s ountos donde e

!'__g = En efecto mﬂalpuesto Z{’Z)-rw(.‘k,y) o y‘/a.y) Ik, | \‘\;z

vty et Donigiul(3) s ulxmp i o lopn Bt

gf;7EE»«ugo L}(xlj Eﬁ;ﬁ nﬁA;QA,l 4 o(c¢q/}w/547 L&

il P

‘ UZQ 7) 3 & (XJ ~7) /T y()’.»y) = U‘[?’ —/7) ~é' &k/ l/.,',&_‘ 44 ,‘ d; \.51.
: 2] Lo ez Deda S~ LTI W . d -
% - Q(.-x’y) , :7' . V[x 7)

| Ux :,%‘ /‘/7“ : -0, Z),J “y < ¥ e U, :—-/é (A‘},

UJ:_uj V:t-’ Yy n/""v N.Z‘].:-Vx % : [/‘7 " V)»(A)

f
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- % ES importante obbservar que de esta manera se logran todas las
' trasnfs conformes entre dos planos de manera que el estudio de {4
1E§~Tﬁiﬁiones enal.s equivale en substancia al estudio de las i
transfs conformes. Si en efecto partimos de lag& mds general trans

'.fgrm. entre dos planos,en el sentido de p. 83, 7@45& la (2) de ’:;;‘
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A\grego ahora la hipdtesis de 12z conformldad .a

irecta o inversa.Enm
21 primer caso, 0 en el segundo

&&&&&&&&&&&&&&&
gngulos con véritess en P P -0 = if = @)

8s decir @&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&E& S

> ¥EePite7iIuegd, para PP’ B:-¢'-8 06 6‘ +0 o Aatatd
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#A1 hablar de trasns conformes,se dice a2 menudo

que nguan.cﬁmo
similitudes en regiones infinitésimas".Con esto se quleren expressar
dos cosas«En una similitud. si tomo tres pultos,zigig, Yy sus cor
respondientes,el dngulo(PQ,PR)= (PQ‘@Zﬁsto, tan generalmente, no
zede decirse de una trang?”“

c¢onforme cualquiera,porque p.e, el 1a
io PQ, recta, no tiene como lines sorr.te una recta.Pero, si con

 sideop dos liness P, v éobrnellas ptos Q,R que tgen a P',
p como se dice inf.%e prdéximos®a P, las rectas PQ PR tienden a las
gtes..., y puede decirse brevementp gue 31 QR son infin.te préxi

R e S —

eos a P, entonces qugplo (PQ PR) = (P'Q } :La segunde cosa que sq/J

e e i
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quléTe expressr es la siguiente.En una similitud siempre PQ/P }
PR/P’'R. En una trasnf.n conforme esta igusldad continua sdBETEtlen
con tal que Q ¥ R sean inf,te préximos a P, en el sentido que sigu

Imagino dos llneas L,L. que salen de P( § sus correspondientes)
y sobre ellas Qég que t%enden a P¢Ezazzhzﬂtagu¢ki?e sobre L
diferncial del arco sy la corda PQ difieren por &&&&&&&&& inflnl-
tésimos de orden superlor. Ilamo S el arco sobre L.; ,S los
arcos sobre L. Ll . Entonces pruéﬁB que@*Vd%rﬂékém%

s ZT
|donde p e en el primer” miembro tengo una . derivada( s’ sobre I‘es
‘funcidn de s); si la considero como razdn de difernciales la igual
dad ahora esrita expresa la igualdad P®: Ra Fa-rp 2 menocs de
inf.s de orden superior. Para demostrar (&) pruebo que para I y L7
( ¥ an.te pPra todos los pares de llnea corresp que sgéen de Plea,
%V,c_ ,0(/1/ olw-
LA |l | RS
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&1 significado intuitivo de la formula es el siguiente.Fijado
el punto P, y sobre L por P otro punto Q que tiende al punto
P,Vel segmento PQ tiene . una_ deformacién( al pasar al segmento

correspondlente),medlda por : ols’ ( th%{
o (Tt

. Generalmente esta deformacién varia con la 1f{nea L,‘ més exacta

ot S a8 T s

l‘ mente con la direccién de la llnea en el punto P porque de las
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fﬁrmulas escrltes sigue

L,}V- (las) Ay L“wwx ;/”‘”‘7”“ *)”’5”
7

o(ca—xcm‘ﬁ.(_(ﬂm chs’
de manera que && la defé“*ac1 n puede egcribirse

B ontioder U

{ & | ]

y depende so0lo de la derivada dy/ d(x ) En cambio& en el caso
de una trasnformacién conforme la deformacion, en un dado nunto
jes la misma en todas las dlrecclones.
ISVRVACIOW. El hpcho ‘que en el plano & las lineas u( yY)= cont
v (x5 ¥)e ‘const, constltuyah un doble s:Lstema ortogonal se explica

de nuevo porque corresponden a las X ‘= const. ,y’®%& = const.
del plano w.?Natur%lmente, por la mlsma razén, las lineas del
BIERRLEELS: pland & que corresponden a las Xx= const, y= const.
‘del plano xy tienenque formar un doble sistema ortogronal..? e.

‘si tomo
z Lf L[ .|

"logramos asi(p.29) e en el plano\ dos gist. ortles de hlperbolas,
de la prlmora manera. Cuanto a la segunda parto de:

..?"L‘ ?" b ':V M;

y tomo en el primer plano las x=ajy=b.En los dos casos encontro
como llneas oorreopondlentes las

2(-4 J j ZQ7 )“ h':_ b...év V‘7,A b2

o

©@btengo m llnea* del prlm@r sistema oliwAZAEg B el A é,
ca

déo,ﬂ@.anVQ4 LCend Ci'hnery /“7V vavé' 7 va. L /;pahﬂb-42¢/
Caakvékkﬂ 2&? L ﬂmoy / t%ﬂv4 ‘ a2, P 5 { achnxéf/ Xﬁ € Ceg
G, R wf% 9(5/ (2/ A T - L (/‘mw 7[u//y
'71.//;«.//(,«. | g
j_ ANEEED AN T
(/,Mm Wé%}, y T=_ga”(a’ a)
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' concluimos as{ que los dos sistemas de pardbolas homofocales
. gonsiderados se cortanma gngulo recto . Esta propiedad se confii

| ma inmediatamente geom.té para cada par de pistemas de pardbo
i las homofocales de la manera sige;uiente‘,“Sﬂ,,O el foco propio,y

33 ani: s

X
¥ol l" B IO i
TN/ a’ ol 1} 1

#
1a recta r,pasante por 0, el eje comin.Si busco una pardbola en
estas condiciones gque pase por P genérico,su tangente en P tien
gque coincidwr con una bisectriz del éngulo....slFijada la bisec
-triz ,tengo de la parabola dos puntos con la relativa tangente
(Py el pt imprapio del eje) -Wmtercer punyo@ el sim.co de P res
pecto al eje} asi que la par estéd individualizada.luego dos pa
. rédbolas} y efectivemente en P se cortan a dngulo recto.
' ;EJEMPL% DE REPRESENTACIONES CONFORMES. Considero unos ejemplos
sencillos,eligiendo f(z) particulares
o w=f(z)= = +b 7l
siendo b una cosnt. compleja b=b +ib.Entonces 4 T+ ( bl 8
U - X + Ll' ) (Va2 + !’.v 4 Im&_r‘.g_‘c_h}c {7 f‘w‘»l—I a ‘LV\/('ZMQ.L‘“__"
o M ploin T g2 Yo Septery o é//u.;,o Lreyle cris (ﬁiﬁi’;%'uelly
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El regultado es invertlble porgque cada 51m11“f‘d direc
puéﬁgﬂrepresentarse& “asi.Bn efecto una 51mllitudvés 3 d%vnduallzq—
da,cuando de ella se conocen dos pares de puntos corre.s( p.e. por
‘que oon los pares de pts ciclicos corr.s nos dam 4 Dares&) Si so
xlos puntos repres.s por los ndmeros complejos m,mj n,n puedo de
terminar las constantes a,b de III de manera que ,
:“‘R'rh.{-s *] w*ﬂ e
RERIEY ( con tal que [;"/*"’ y estd bien)
fy logro asi una transf I1I),es decir simd,que hace corresponder
gaquellos dos pares, y a raiz de laAunlcldad ...coincide con
) L. 42+ (é( ){W/ao

5w‘a7f£‘~ aAh., 40{ 4:: ? /s ek )«t—u:;!‘é
W Z—é’:—{" g s F A (W'&mﬂ’jl

ﬁe aquella subst. - l:Ln ya se conoce el sign do de proyd sobre la
recta, y,tamblen( en hip. partlculares,férmula de Cayley,curso 193¢
-40 &8&&&& d=a , c=-b) de rotaclones& de la esfera de Riemann

sobre si mlsma)gAhora prmmebo que,en el plano de Gauss representa
una. trans que lleva c:{rmﬂos( incs rectas) en circulos,es decir
una  1llamede afinidad cir_c_g.g:gr.,dguMOblus .@bservo ,ante todo,
que la ecua016n de un ciiculo wel Ac 2 42 f??‘
Ty M Ly w\ Fre )l ATE
L4 4‘;/ t/lr rly o2 ¢ z-2

introduci ndo la variable comple Ja z ¥y su con,]. z

Azz f'S(Z*Z) ~CJ2-2) +D = P 7 O
A22+LA,(,}2 f(”r() f @-ﬁ 0 g M

T"‘

puede escribir
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5 G2th Tz _Aazed 7 a2-+4 P/_.,, VAR

! c2ed TLed // led Tidd

o (az+Y) (@7 2 s(mz,)(cm/ /1( (1) (ered) /cz,ucwﬁ
s do Zl(YQQf/SQCf acrf

Z {ak . [% ?f/sécﬂ/‘ cd)

2(°<lcz +4L>¢ }:M +)0/C/f-

PARIR VWS Y lw/wc’czz/

1 og t
LQAE?L alniente,s,l omara - ‘:i{;i{
jﬁ verlflcaria que tenemos también una afinidad 01rcular de Mdbiuw
) ~Podriz demostrarse que cada afinidad circular de Mobius puede
# Obtenerse de una de estas dos maneras.-Como ejemplo, recuerdo
3,1 caso de la ersion(1939-40) donde,siendo 1 el radio del

irculo de inversié n resultabe

| ERUZ Al o by, K75 v Radrty
lag afinidades circulare&diftreiks resnltan giempre confor
\ directas o inversas), -

i
i
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‘ estos qorresponden las dos regiones interior y exterior al clr
culogPara establecer cual a cudl, observo que al pt del semiplano
y > %z=1 corresponde w—o.Luego al semlpla,no ¥y >o corresponde el in
rior de e¢irculo. Tenemos asi una Eresentac:Lén conforme entre

el dnterior de un circulo ¥ un semlpl'mExisten excepciones a
'a conf ormidad‘;;En -general Eara Iv) —

‘A%Lu / El ege real divide el plano en ﬁos ISIanos, v por cont d

o

YW %m

Por cons:Lguiente la derivada no se anula nunca; pero, en 'en'eral

falta( es 1nf1n1ta,as:L como tambidn w) en el puntoSLJ« cu-f Aho
en el punto 2> ¢ .Pero emte punto no pertenece al semlplano con

Eaiderado Iuego la repre‘s/%ntauén es conforme sin_ excepc:.onesg,,,(..

So«-\,«,.,(a,\.(jwv] c,(rc‘,.,Za i
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&
Ea '
.,i'-(d) -4 ) 7K' o, IAWEY
o{u.(,}oo. SeaMn e AT QHU . e[}m-.c‘rc/v(o 0‘//(/
PNAPSOWRD). Us e/{mia'ru«é, o’k'v’

o 1@,3_ rectas por /el cen‘bro P’8m]l segundo,o para mejor decir
&&3HELEEEREHBE cuales arcos del semiplano corresponden a los se
- mentos limitados por el c:.rcu.lo de dichas rectaz!Si tomo
una recta §E&n&ks828& y'=mx’, le corresponde ,seghn las (2)
_ ~Lx=%(’¥"~‘7\'-‘) ‘ .
gtara cada valor de m esta ecuacién representa un circulo,varia
ble en un haz con ptos bages x-o Y €y (=% 7 P i
es decir,1) (o,-1) .Ye estos puntos uno solo@gta en el /planio
congiderado. Podia preverse geometricamente que & rectas corresd®
ponden circulos,a rectas por P eirculos por P.De cdda circulo
hay que considerar solo lz mi;ad contenida en el semplano consi
derado : a los dos extremos ' segmentos,w corresponden |
los dos extremos M My N del semlcrrculo, sobre el ege X.
&Cuando el segmento &&& coincide con &8 0°U’ (kx"=0), el Mol
culo,segin las (2) es X=o ,M@%@

Vsﬁi‘%/z/,iﬁ/m?gpeﬁe/la/g}awa T a7 Sees v{/(,, 0 FUp
M%JM[/{&.Q%ﬁoMQA// PK W( x': / c

0""""7;&%1«“0”‘;/.. JCt-7 -/-a & k/’/?’ &: X |

Sopt M'y %imf« m,\a,.%u QM,WW
vt G v‘*’, v ere G s I prst Se
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M tal que

/0

- 1 | T T T T
o pariiie Lo semcicetr OPY,, oA dercciy ol KPH fg N
nando &&&mE%&&, en el semipleno en el interior del ciculo

la mitad izquierda, y en el exterior la mitad derecha,como ense
fin la figura X Si en el plano w tomamos los demds Segmentos
M’N; los semicirculos correspondientes....,es decir serdn los
simétricos de los anteriores. = —
‘%VI) \ LJ= 2= 'Z'—r)(z_(—.r) |

@bservo que 11-4) es la distancéiz~entre el punto z g el punto
1, y enlog.te..++; luego [z-1)(2e1)f es el producto de las
distancias del punto z 2& los puntos F(1,0) F'{ -1,0)Iu=go el
circul_ozqiwde centro en el origen y radio 1 del plano w,es
decirjw|ls corresponde en el plano z la 1inea[lugar del puntod&®

L |FH \F‘,M] LY T )
Generalmente el lugar del punto M tal que F"’/z‘f: "’}'-’Ies una
cassinoide,que puede tener varias formes (v. p. e. Fano-Terraci
ni p.131,dondé sea c=1( supenemos aquil@y s ¢ ) Si k<1
estd constituide por un par de ovales,simétricos uno de otro
respecto al eje y; si k=1 los dos ovales se unen y se obtiene
una lemniscata de Bermoulli®si k &4 ,vienen a soltaré&se en
el origen la mitad superior y la inferior, y se tieme una cassi
noide constituida por un 6valo unico . -
~Acd en (1) tenemos k=1, es decir al circulo %" corresponde
una lemniscate de VBernoulli)’c”on f%gos( as{ se llaman F,F') en F
F’. e 7 | - E !

Qﬂay una diferencia egencial entre este caso y el anterior: e
tonces la V), (Dméé"t"gﬁ‘eﬁ'."fém'IV)) ensefia que la correspondencia
entre el interior del circulo y es semiplano era biunivoca( y
asi 1la IV) entre los dos planos).Ahora en cambio la VI) ensefia
que cada z lleva a UN w, pero viceversa cada w procede de dos
z ( porque tenemos,dada w una ecuacidén de segundo grado en z).

_Cuando & recorre su pleno &aai®sées, W/ gptlens su pleno dos

veces.sEsto puede precisarse asf{. Si cambio z en -z, el product
(:-1)(1(-4) viene a ser (-z-.l) (L2 el)| o (z,.,)(z- 1) -

ey decir lo mismo: luego puntos z simétricos respecto al origen
tienenun mismo correspondiente«Por consiguiente ya tememos todo
los w considerando p.e. el solo semiplano x 0.Iuego de la lem
niscata considero solo la mitad de derecha 7 'Vwkcm x> 3022“

bl cpaliluy bt bl ctrials. Lo A, s pran potmd

empide of dituin o exTiy Sl et 7 P tao V)
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1leva valor finitos de z en id id de w, la regidn exterior sersg
llevada en la exterior, y la interior en la interior&iluego medis
nteVI), tenemos unsa 4represg‘;_n‘“t“a‘§::i6n CanQme( biun.ca ) del camp¢
interno ak rema derech¢ de la lemniscata en el interilfr de un cifi
culo ( y combinando esta transfn con la anterior podriamos tamb -
‘Bfén’representar el interior de aqueliaramq én un semplano) '
' % Hay excepcién aia conformidad donde lola-lee |2 | P
G A R R EE ) L 1L LI
es deéir:%ﬁ'éi ;ﬁngMO$Su correspondiente es V= - J4El punto mds
o :dér:echa de la lemniscata,P tiene coord=( p.106l,cﬁ.|7,a/ 1:JT,J..
luego 2292 » 10 gue nos da su correspondniente W (Re) &,
1l foego F(1,0) tiene Xz 4:0luego eALFE’ 2:.4 W es decir em la |
reﬁ%ﬁéﬁ%ﬁ%confome considerada lleva 1 2R&ZDLEE foco .del“la
lemniscata en el centro del circulo transformedo. S~
" ®1La Tal%s de conformidad en O puede confirmarse de otras man

rasefn primer lugaer, aunque considerada shora de un punto de
Visfa distinto, la transfn actual no difiere subst.te de 1a
w=z de p 81, que no resulitabs conforme en el origen: en efect
la actual es w=2"¢ es decir Vet =27 es decir ge redu
ce a la anterior mediante una translacién en plano W« En segun
do lagar las tangentes en 0 2 la lemniscata son las rectag

2=y"z 0 1inclinadas de 457 el eje x, y todes las otres
1ineas que salen de O hacia el interior forman con el eje x
un éngqlo meno_r.;ﬂEn el p.lano W, en cambio ,pueden trazarse
hacia el interior del c:frculo, a partir del punto 0%,lineas
que formano dngulos proximos cuanto queremos a un recto con
el eje x'( que es el correspondiente del eje X3 POr y=o0 logra
mos W= x'-y real).luego la répres. no puede ser conforme en 0.

© VII).Como itimo ej. considero

\

corresponden a las rectas
x= const.) del plano z.

av.‘
Ay
Q[or,—cvwm— 'th-.'-
s fown (XC. o

\

*JL': =1
J‘}'”y

7 .

duidle

9
P Y N W e (2 ;
eBZdBeA T (p. 6 Lﬁm las lineas del plano w que

air anacg gy

~JCu, % I“]

7 7

X’; ChHx c/fty

paralelas a los dos ejes(y= const.
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y R QJ .Estd doble sistema es por
1o tanto ortogonal( p 5) Y como ésté sistema de el e ip.s homo
focales puede cogsiderarse como el mds general( eligiendo conve
ht&ﬂémente los ejes& coordenados y la tinidad de medida) vemos~
por este 'camino, lo que puede verse también geom.te(cfr. para
llas pardbolas p.97) que elipses e hidrbolas homoiocales comstitu
en un doble sistema ortogonal..
«Me 1imito a enunciar un teoreme de Riemann, segin el cual, sier
‘do dado un dominio 31mplemente conegg limitado por una lfnes 1L
% siempre es posible representarlob ' ] en el domimio
limitado por un circulo L.ILa representa016n dep@nde de tres cosa
tantes arbitrarias que pueden elegirse de manera que un punto
1nterlor prefijado. I)sea llevado en el centro del circulo, y ade
mas un punto del contorno sea llevado en_un punto del contorno L.
0 también puede disponerse de las constantes de manera que 0
sea llevado en 0"y una dada direccién por O en una& dada direc
cién por @! =
. ¢Una de las razones de la importancia de la repr. conforme es
esta,que H&&AH&EXE puede contribuir a la solucidn del llamado*pro
blema de Dirichlet, de encontrar una funcidén arménica en el im
ferior de L, que tome al contorno valores preflaados. Es unadadl
cuestién que se encuentra en varios problemas, y constituye el e
mas importante de los llamados problemas al contorno.Puede consic
rarse como la extensidn al caso de 2 ¥variables del problema de
trazar la recta que une dos ptos, en el sentido gque la ec andlo
ga ald u:-en una sola variable es %o .Acd 28MOL2EMABELDE ol andl
go deuna region plana es un intervalo del eje x, limitado por
dos pts 2,b, v como condiciones al contorno puede imponerse /kj=#A
e qg . Fero el problema en dos variables es mucho mds dii
cily rep.n _conforme del domlnlo...(L) enun dominio circular
(LS permltc la resolucién, porque ,como lo veremos, en el caso de
un circulo de centro O y radio R el problema se resuelve exp11c11
mente mediante gla, ﬁ‘ﬁ@an de Pogsson

lu.(’)"OVJ YMA_) K"L w(ﬂwﬁ&%«@ 7
SUSRe e eV oo - sk’

lque expresa el valor de la func1on bﬂscada en el punto de coord.~
polares'fﬁel integral siendo extendido a2l contorno del circulo

¥ indicéndose cona@esd, .y10s valores prefijadossobre el contorno
( en “uncidn de 1a anomelie & ).

'l
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Por otra parte la ecuacién de Laplace es ‘invariante respecto a ‘
las 'tré(msg's cOr}fbi‘ﬁésLES decir si tenga repr. conforme entre los
plano (xy) y(x’y") realizada por _ Ly T2 K
- gFlav) (1) 2 «wy) tgﬁ-_;l/'"’(wy) [sdly UncVy, 4y V)
una Tuncidnf(x v ) arménica respecto a las variables x'y’es tomdk
bidn arméhics respecto a las variabbles x,y, de ias cuales depen
de al escribir

F(&(xyj 'v(xy))

En efecto F - Fuyefhv , F,. A el dfl e

Foathy o Fusin < PG, 7 (6t B ) 2+ (Pt o )4, ¢
B gy oy Wty e) g ¢ ety 55
= (Fua i'l:v) (“) t "’x\')

() =t
Tuego f—;xfi; Fo ek, S€ anulan en el mismo tiempog-Por consiguiente
7 si busco F arménica en (L) que tome valores

4

/j/\/ o dados sobre L, y conozeco una trasnf confor
L/ - a'y' / me de (L) en (L") ,mediante las fhrmulas de
7 .’/ transfoomacior®uedo calcular los valores de
o/ 1a funcidén buscada sobre I, resolver el prob

me en el circulo , y lograr as{ F(x’,:]") ; 7 &cgf,oa-a Ahg
| _INTEGRAIES DE FUNCIONES ANALITICAS. Recuerdo el significado &l
intesral curviline&o |
I - Aeyins Noryg)dy

donde A,B son funciones fcontinuas, en un campo que contiene en
su interior el cemino de integracidn PQ, y['m un arco definidaq
parametricamente con x= x(t), y=y(t) con X'y’ continuas.El int
gral puede considerarse de dos meneras._eguivalemtes:1)extendien

la ordenaria definicién de integral, es decir

SELEREE |, % dividir el arco fﬁ ,cuyos extremos cgrrespon
L dan a to,T mediante’t °<t4< f;{ #&Iﬁs@ne
»“«"( t.’ TW.. . B Q S t—” » '[—‘

T ormar la sums : [+ *
£ Y BT o 7) (o 2B B00) (o)
donde |

A :Q(V\EL‘A’Y QET, »9 es m'} punto del arco parcial entre
AE IR . E’, .Cuando {n{éximo /. de los intervalos parciales
e, f'l‘,n Ykiende a cero, = tiende a un limite que es I.® 2)ha

endo en I 1la substitueidn dsda por- . ;
7;2:1,”4-«/{'1:0 3¢ ci.g occtne et G‘?v/.ﬂl Z:m o &,twé,:

| < ‘Jmc’é e "M.
| Oxpecn < G Crforns




ER/AsnnEnn T
x=x(H ] j((yf_j”"’f"’“"‘"

T @ (). 3t) % df o B [xery0) 4 4
Dp esta %era se logra un int¥ ordeénar
La l:’.nea podrd bién componerse de un mimero finito de arcos
como el considerado.
% Supongo ahora de tener una funcién de la var:mble compleja Z
w= usivy 1fneaMyinterior a su campo de esistencia.Entonces
puede definirsed oBEL&R 2t5 =T

T = J 14 WA

Z
de manera andl oga g,_,fl), es ecir como i

——— z Z(Z”)( - ¥

cuando tlende como arriba a cerow E1 llmite buscado vale
i(h,,(—t V")dq ~x, f¢ YH 7,/]
L Yk«* (3yer =2 =1 [7”: 7,,)]-!—
i A » * .
3 E-Zq')’ [7‘{0-,-‘/(1/)*—1»7 @Yr(-%}]

yas:.emmamoswf /& /) WWR

f;z,, M - fﬁﬂ/)( %17 +,/a¢e7 Vol

como obtendriamos materlalmente desarrollando

7/‘/"(1 f@bﬂy/hbtdy/ /[/ﬂfz 1/0(7 e //Vvkc +-l«v% (/

fPuede observarse que hasta ahora es suficiente suponer que
f(z) sea una funcién : - cualguiera de z,sin suponerla
angl{tica , 3
#Es claro gue 1nterc_amb1ando Py Qel 1ntegra1 I viene a
ser - I i
€12 imtegracidn puede también efectuarse a lo largo de una ‘
1linea cerrada, volviendo al punto de "
Q«Si ?r'x"("’"’) se substituyen x:x(P Y ///, el calculo se reduce
al cdlculo de dos integrales ordenarlﬂs

@ Goservo que a lo largo del camino de 1ntegra01ﬁn la vari

\ - aﬂ
& ; oot .__ ‘
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z puede considerarse como funcibén de la varisble real + me-

diante
ZU—),z =% 't—l‘J = 1[01"7/(%

y que entonces subsiste la regla de integracidn por substitueis

T v [ et
En efecto el_s_gggg@ . TU— w,& ) v

ﬂ”(m,]w wf( )]\0‘4 . Zj

7% wdmm;r__/w g0l 14 m%%t[?y

2 le.Je Z{l) wﬁgﬁu IR f/‘/))pﬁ /Zé,

AP

J// ,&/— } c,lwyv» /ow.,/ ¢/ K
f AP ) \Z"' /
l&x~_~ s 2 e Z? @ . Iuego el intqgggl ‘o
la derlvaa de una fun016n QQQlEE;ca &&&&&&&&&&&&&&&&&&&& unifor
DEREESE p& en W cierto c oxé lo largo de !

“dos ceminos P es lo mlsmo.InEegfﬁI” e*dépendé solo de los
extremos»Y resu&ta 1%pal al 1ncremqg§ e la nr1m1+1va,Es To

mismo como &‘UIr—”d&aféthﬁtﬁgrwt“d z) en Tas condiciones d

chas es nuloygVeremos entre poco un resu ado general de este ti
PO, (Ls esan01al~la uniformidad porque para llegar a la conclusi
que el integral que resultahs igual a f(b) - f(a) tiene sdem
pre el mlsmo valor,necesitemos saber que f(a) es unico y asi
f(b).

Calculo P.€. di

=
en el verso antloragio 2 lo bargo de un circulo de centro O
y radio R.Si en una region que comprende este cirfulo pudiera
i/z congiderarse como derivada de una funcién uniforme, el in
tegral tendria que ser nulo:mas esto no se @aplica, siendo 1/z
1a derivada de 1log z que no es uniforme{p. ) El integral vale

f.di ” 00&(-,-&7 p 2-:7/ [d*u-v : fxoLne ﬂ.fﬂx*x
fof g el fremm R
7

‘)|S+7‘ lwcy' ‘.1~1-7'
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Rc‘qﬁ M«@ow) FR)"’\d<€no%/ ; -”JO\&{—-J‘*Q“&/ ﬂ*a,&/cv,&,g

TR T =+ = = e I
v ﬂ T

0

ur

T8 = 2 gr{ El resultado no es cero.Observo que no depenile
del radlo ‘del efrenlo.xX

‘ Ogm o 0, e 0 i Gsneley | hns 32 .
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e A g g meiatns | g/,}/ & con, Mg Aeek ’/P

&“QWfﬁm C‘_/l/ca,(/vko;__ ./Mll«(tM
\SBT,—,)) /[2..,/’25 -20—————— 7/{)7/,’234-/
|| ket ft. ﬂféfc/ d,/»ovvgq b @ Cortrn  § o~ Qs e, ci_&‘_ //,,
,2Yt Z,/(/) hMM’?AMVé éxa/.A}‘ﬂ( é,g:—‘q, K c,.
:/""“’“”“G”“"’ e < Mcwco&j _(ﬁ, /f),o,m,/"ﬂ,,/
[sril & l//z,/)égfy,, 5)o . (%
J’Lyé&mk/ é—ﬁk% wc«é/‘/r»éw:c«—. JWM
v
ﬁ'-dac/\i(,y,/ Y al Grct; Ae é M%dzﬂ‘f—ﬂ(/}}’MAC//-’

G Ol Cpbdery rtoie e =Gy, S e S LAY L

@

Joohs ?~.ac./o(z, 2 M/’dlé(‘d Vete %/CWY
ul/ (T T (Y ] Sy 0 5 et i
ek %




4
- , ) Lﬂ'/L'b Lﬂ' [}
!L47¢/<$ 7:- ’ 4"
kMz-uﬁ. )7
b
) e
/ s } A
Ue 4, | 27 oo Aeel )
Z, 0
A [ o | i [ B -
20 fref o]l
1E. A m = 2

-

X, Rbddb&EE P-ro L-s funclones anelitices subsisten(y se
depuestran como en el caso regl) varies propiedades bien co-

nocidas de la integracifnjp.e. 1u relativa 8 l2 integrsl

de una suma de funciones; integrscidm por pertes: si f,g

uniformes
son annlitiékvﬁ'y se integra a lo lsrzo de un esmino

desde zmg al punto z=b,

-) "r ‘J’ 05‘ I’ _5 If, 2/'1‘ - ,‘I»‘ } ’ =3 ,j g
f‘ I / 17 .." ;‘
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l;,Subsiste también en el caso complejo un teorema de 1nte§£gg 6n

- jpoi_ssiue, relativo a una serie de func10nes(f0n~41u41)
S——— T T e

uniformemente convergente en un dedo dominio., Se ‘demuestra como

én el caso real, y precisamente as{. Siendo 1s serie unif. conv
, 8i tomo € positivo arbitrario pued&o determingr un n_ tal qu

para cada n >n,7 para z cualquiera en el campo considerado ..

resulte \R (&)l vl

donde llamo Rn(z) al resto de la serie después del n?2 termlno
Ahora siendo identicamente

. 7(2) l/’t) e < -(-z (1,)1.7{ (1)
aigue integrando(&&&&&&& el 1ntegra1 de la suma de un n?@ finlto
de términos es ls suma de los 1ntearales)

oS [ferd o =[]l [ R (W’y

es decir

Ji4s [lo4 - -[lya [Rpig

Tomando los valores absolutos y aplicando al segundo miembro la
férmula ( 2) 108T0 Juns M wnn e w4 Ko ())] i

fiode flk [l < #12
es de}u‘ p;rf"f( di- - ‘f/ [)/yt‘/ s ¢ /_,

Asi se concluye que siendo dado { positivo arbltrarlo, existe
n, tal& que para cada n >, la diferencia entre el integral de
sz) y la suma de los primeros n terminos de la serie

f/,()_)aé(,*_ e 1!//‘,(/)/’ AL« //w/@/@ o

t “11 Al L W&“&WM%MQMMJW carums U u’,&ﬁ«%
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‘puede hacerse,en valor absolutogj_ﬁgzz;—;;;ZQT\)Esto signi flca

ecisamente que la serie es convergente y tiene como suma /}
’%servo que en egte teorema,,hasta a,hora, como en casi “tode
que d&jimos sobre la integracidn ,no se habla de analiticidad' ne
se supone que las f,(z) sean anal{ticas, ni tampoco se dice que
a supa de las funci%nes unif.te convergente sea analitica. '
~ «Agora vamos a oauparnos del caso efectivamente interesante de
a 1ntegra916n de una fun016n analitica, y encontramos el funda-

, ‘!g@! funcidén analitica(unifor: e), con31gsreda

te_conexo: su integral a lo largo de una

da Qﬂ interior al domi&nio es nulo .
& N.B. Si'el campo de eXistemcia es simplemente conexo, el teaqre
ma subsiste para cualquiera linea cerrada interior = é1; sino,
subsﬁste como lo expresa el teorema,para ldin&aﬂlntprlores a do

'p'e'el'dOmimlo B de la figura.

© En la demostracidén puede suponerse que el
cemino de integracién no se corte: en caso
contrario puede decomponerse en caminos cer
‘ ra2dos parciales,cada uno de los cuales no se
corta. el teorema subsiste pera dada uno de ellos,y por consiguie:;
.. - a#e te para el camino total.

A © Ahora bien, considero en las ultlmas hip6

sis
| . g / f t,/‘a(z'- /Kurl/s’(q, / ld"‘l V“‘Vf:/"&ru
'y aplico el lema de Gauss A . Ly )f¢4ou(,44~
| ek a ? VTN )?ﬁgbv

n) ”{"? /
iyppusyluc?ﬁpnbfeafcf 14 4&«@%#%4 101 é; o e \ -\Wﬂ
fmnwzém S é,, %o’g%m Le Wv}w«a*ﬂf M7\.r;
' erl = 0 ‘ A | J

\..,./
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bs. En él integral _[z de p. 117, que no resultaba nulo, las acty

1es“’ﬁip6't"s:1s no subsistian ,po rque en el interior del eciiirculo i

abia un punto( z=0 ) donde 12 funcidn no es definida. )< ‘
‘oEl teorema de Cauchy equivale al qlgulehte

S

Suendo Z, K‘ ‘dos” ca.m:mos PQ interiores a un domlnflo smplemente

AT

onexo qu _gué pertenece al campo de existencia de. una funcidn analltl

ert‘unlforme) %7, Ije:zfm:s f mil /’Cj
: , 7,

es decir,el integral d depgnde~sd]_oje los 1imites del camino de in
segracidn ( Es suficiente aplicar el teor d“‘Cauohy a 1a ldnea cer
rade formada por y y )1).

' @gEl integral como funcién del 11"11_1;@&9@_19_1_{ analog.te al caso
real).En campo 51mplemente conexa C considero

L SR T e

”’-_M va.,; ors

siendo_f analitig?.ﬁ&&&&&&& Si tengo fijo el punto a—y dejo
variar el puntofZiel integral resulta una Lun016n\d_? Z, y adems:

tiene un Unico valor en cada 2 i como resulta de lo visto.Iluego
Di

| es una funcién uniforme ém ZY ¥ Digo que es analitica y tiene
! como derivada f(z). Rggug%;do) gue cuando se considera(en campo..

e s et 25

=

BRE Alay) ot + Mo y) oy

P —

dondeAdx+de es un dlférencnﬁl exacto,de (X,,y ). fijo a (X J)
variable,en las cuales condiciones(p. ¢3 ) I es furcidn && unifo
me de A,¥. indip.del camino de })nfegrsclon) tenemos:
s “oI LAY = A
. A(Y,3) =

R A cve S T

Entonces. Sﬁfgﬁo 19 parte real y el coef del img en F(2),
‘ ] : /ﬂr-z_{“!gﬁ! i ' )| & S| X et f/, I

X’ e A i —— -
(./"‘ (K-’&I.-U‘o{y pes ¥7= v obx +¢ M
S 1, Xo 7>
Apllcanczéx la prop&edad recérdada
P v V- :
?_g,qw. O L T ERT L T oML Tl
'bx 9}/ X y L
e
(b = ')"Lf ’)—E 9”— Mﬂ‘—-.y F .‘.rt’él < < < é:

L mms %:J' €X e e plf ﬁ

L. Yt iy 1)
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i ‘"‘S?t%u».vw - 7T TR DI e
e La F es una ermltlva o £, también F 4 on k const.Ni hay of

S

tras,porque ée JF ‘46-
sigie I /Y O
1 olF- 6)

y une funcién con d;%:rada nula es constanteégwllm x X '
Hemos definido las funciones analiticas como derivables:
% s%n derlvadas continuas, y para ellas demonstramos el teor Lund
- de Cauchy. Podria verse que la hipdtesis de la continuidad de
¢ 1g derivada puede evrtarse, ¥ demostrar el teorema de Cauchy
?Ly desarrollar. tode la teoria sin suponerla. XX R |
A El teor flund.l de Cauchy puede extenderse a dominios no sim
plemente conexos.Si en el dnterior de~ campo de ex1stencla de
£(z) ,siempre anal uniforme,considero un AoMinio D Xk veces
conexo, limitedo exteriormente por linea L, ¥ i'ﬁ*tﬂrlvnmente
I'l’ (p 7), continua subsistiendo el teor de Cauchy p.1l23

SRS S, e+

donde se tome como camlzo el con,]unto ‘de las 1l{ineas L Ll,.L

con tal que sean I'eCOI‘I'ldaS TIa exterlor en un sentido, y lasin
teriores en un mismo sentido,ppuesto al anter10160 1o que es

1o mismo, si recorrimos todas las liiineas que cons’cltu,zen el el
torno en un mismo sentido

‘M”T//lj,a f//k/ah ,«/},,/Wé *'///’7 “f X% x
L

Es clara la Equlvalenc:La entre la primera formula7 L 1”
FAh /"v‘dc Crgoth

o PR T
“ L' Lpe-t

f%W&A Wu/wo/('aﬂ.qﬁ,] &&/;anm_,w//ﬂrla'

:0.

¢‘'es decir de manera que el 1nter10r de D s:.empre quede a la der
cha 02 1a 1zqulerda d@ qulen recorre el contorno
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un pt de L mediante un arco m, , analoh te m, :m, ve de G a H,
de K a P. Si agrego al conforno incial L B_"los dos arcos
my s m, 6ada uno de~Tos cuales @es recorrldo &os veces en sentid
opuos%os vengo a former un contorno Unico,que puedo recorrer
de menera eontinua,p.e. partir de G Tecorrer T etcb.Este contor

no unico en01erra.un dominio 51mp1empnte conexo, alcual ‘pued
aplica rse el or de Cauchy 1ue

VRN GRY 48T 2//89 €3 AV NCL SRS

donde 1los 1negrqles a 10 l ;go de las lln@@% L,E, L, son toma
dos en el sentido de las flechas. Y como los dos 1n%9gralps
a lo largo de m, se destruyen yete. sigue el resultado.
¢ Resulta ahora claro p.e. povgue 2 p.1l1l7, calculando
.o e s e 1 .
4 |
a lo largo de un circulo de centro O y radio R encontramos un
resultado ( l@') que no dependia de R.En la corona cirecular!
entre dos circulos de cemtro O 1a funcidn 1/z es snalitica
y puede aplicarse el altimo teoremsa, @@,g,o/m“ /LMMA/M

AR

CA.ntes bien,si en camblo de un 01rculo tomara unsa 11noﬂ7berrada

&&&‘Hbupueo de un giro slrededor de O,%fng*fgkégggmqﬁg) el

dUltimo razonamiento nos prueba que también

e L7
24

( baste tomer un ecirculo 'p e todo interior...) %X X T
4@9 Paso shora a la fnnmula de Cauchy,que tiene 1mportan01n fun
damental.En el 1nterior del.gampo de existencis de la fn an

( siempre unlforme) f(z) considero una linea cerrads que n
ge corte .Entonces los valore:s cue f(z) toma sobre e contor
no 0] ) determlnan los valores que la& funcion toma en cada punto

intérior a, segﬁn la férmula de .Cauchy:
{ / 200 -a i |

(donde el contorno es recorrido en sentido antiorario= area
interna a la izquierda, como a p. 117§cuyo resultado ahora apl
caremos). QLo férmuls tiene su importancia @ ®n el hecho gue
destacamos que los valores al contorno determinan los valores
Le/[) en el interior,




Q“bsfrvese gue el integral al segundo miembro no resulta nulo. No{
puede aplicarse eﬁfﬁ?fgzg ‘el teor.de Cauchy a la funcifn integral
da,en cuyo denominador aparece z-a; el integrando no es una- funci
cifén anallitica en todo el interior de

¢ Para demostrar (1) trazo un circulo g.xgn centro a,todo inte

rior a J con rad;ghg‘Entonces&@&&&&&,los tohidornded siendo re
corridos en el mismo sentido,antiorario:

Z{z)u f [(z) & @

| R St 2 -

| En efecto el teorma J; P &2% 121gp%9de aplicarse a los dos con
| tornos considerados, 2>ensand‘6‘“w . de considerar la funcién

- inftegranda entre dos nterior a g y L exterior.a
)P': en 1qﬁﬁmaiaaael integrando es fuqclaoneanalltl
ca.#gAhora biem,; siendo f(z) analitica y luego Sggﬁlﬁﬁa*yéédo
, "¢ positivo arbitrario, vuode 1om3roe R bastante pequefio porque
en el 1nter10r del circulo g( de radio R) rcqulte

li@) "‘Z(Q)} < ¢
W»)I <
Edv/(m«‘{ys /) - ,}fa)r/\u/

f{% fe)de [ AL)de
] 2=c

j 2 -a
£ @ezomwub /"’mé 1A AP ks
7 ; 7@01 . c/ 1 cnla b Y =

yrrT
Py
W((Zuc Wz@o\&g

MLMMWW Acﬂovvfr Z,,//[\
iC¢M£Q[ Zt hhl§ &%, Zz-a = ﬁe ,hpmb t & Gmonmr i

| es decir

si pongo

- 1..4.-* et

4—(4/»'/( JM oé«,}, /LJG?,,//W Jcaé// c,;};'z,s /ktlf e teel
/1,4/}/ Tl fQW" g ﬂz""'a’/f :Lf;)p{l‘" okl A sl ]

T Ret ”
\ca&.,u.mad,,@.u‘s. Ahws oo, Al <€, 55~
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E1 teor demonstrado es muy notable: p.e. porque la variasble a
‘de la cual depende la funcibén £ en €l gggﬁhqp’mlembro aparéce
en forma extremadamﬂntﬁ*senc;lla.De eso seguirdn consequencias
1nportantes

Una primera es esta: una funcidén analitica posee no sélo la
primersz derivada,sino todas las derivadas su0931vas( resultado |
que no tiene analo~os srn-¥o-teorfa-de 1as funciones de variable
real .B&&& Digo esto, y ademds digo que todas se obtienen derzva:
do bago el 31gno 1ntearal «Ante todo pruebo :

3 [(2)dr
(\7 Z/} L /; (2 q)

como se obtiene materizlmente derivendo bajo el signod ( "PETO
a priori no estamos seguros que esto pueda hacerse, y luego hay
que probarlo)}QKiE%QZ%ﬁghgr ‘

ara esto congidero f° (a), como limite de la razdn incremental
Formo esta razdén aplicando la formula de Cquchy (a2 un contorno
gque incluya en si inserior el punto a...

/37 MY/ AR () (R /Wﬁ4.xﬁw
= Z_;: y . 27} IR Xy 7 : (Z—a){.z-c,é/

ééﬁ | NE | /71)44,

F o —_—

(2-—7\' Lere ) (z-4) "
I [ |

Lice r Cz -
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Gi Qbsfrvese nue aun si ublesemos ignorado a priori la existend
cia de §X&& f ),el razonlqmlpnto hecho habria tﬂmblen seryido

para probar esta exlsten01aJ( Y de Lﬁ e, maners.

I8 P axere Y 7”?31? " //»}a \%"‘/‘*’Ju

Y as{ continuando se prueba qug/ 1ste £ ,(a) y es dado por

fEraue ensefia que “es suficiente la’

vada primera para que existan
remos ( pI5Y) resultado que’

wEl resultado “EE HUY™
ex1sten019 ¥ contlnuldad de 1a deri
tamblen todﬂs las suce81vas Y encontra

dlce aun mac

-
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“Pero, antes de pasar a este resultado, nos parames a observar
varias consecuencias de los obtenidos.

o Ia férmula de Cauchy expresa f(z) en el 1nter10r de un con-’
torno mediante log valores al contorno. Iuego se entiende como
todo el comportamiento de f en el interior sea dominado ~por su
comportamlento al contorno. P.e., conociéndose un nimero mayor
de todos los ”(Y)I al contorno,podemos preveer que pPoArs encon-
trarse una limitacién pawalos valores de /?(z))en el 1n'ter10r
¢Efectivemente la f&ormula de Cauchy
HOE f /AL
§ Lm 2 =S
' nos permite de as:Lgnar una ca?{tldad mayor deJ/{@)I ymediante la

i e lf g(z)ah cmise LS r g byl

@ | St a” £l ool )
“de p. Ahora,51 llamamos ~la minima <i1:Ls1:«?~:r1<31<~ entre un
punto del contorno y el punt o a tenemos para logs z al contorno

Hl= M rrajs i As

~a ||
,yentonces e s il \Z

'/fl z_(_"_ { -t ,/‘___1_, .?Q-céa.u eheer £ p
-i.': i A /&ﬂ“(tzj@w

R e ﬂr—u—wm""
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P . oy e
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v RE
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L
J

W e i

o{w«,, ﬂq}j o fw»d‘«:? MUAM M

(r.( {vts 15/ @ew) 4 [ém,dmau%)

vaw @.Ademds, en funcidn de estos mismos dados pueden
también mayorarse las derivadas( todas) en el interior, splican
do (¢2) que nos da et

iz T ML
{l/ ()I ,J”‘ $
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’iaﬁ dos 11mita01onps encontrzdas wienen a ger | —t—1—1—
. v ! ’ R e
l (q) e “”/)\ < " /.'7 | (_TLB
) Lq ultlmP fromula,para n=1l, nos J\‘ ) 7% ?lvf ]
lleva a un teorema de Iiouville. Supongo
gue f sea anaii?lca en todo el"plano proplo, y ademas acotsda

en todo el pIano proplo\Es decir exiata-M tal que en t0d0s Tos
nuntos z del plano pronlo sea

El teorems de Liouville expreqa que en estas condiciones la f
' ge reduce necesarismente a una constanteq.En efecto 2&&&&& como
la &&&&&&&(QSSEVale en particular sobre cada circulo de centro
‘a( punto cualquiera) con radlo R arbltrarlo grande como gueremos

'Ié(II) para n—l nos da S
, i fz (‘UI <%

Como R pmwede ser grande como queremos, sigue que'/(Q” és menor
‘se cualqulera cantidad positiva. Tuego vale cero-La f tiene ifﬁl
vada nule en todo el plano. es una constante. ‘
GTElOtrOQ termlnos, podemos decir que una funcién analltlca

en todo el plano propio, gque no se reduzca a una constante toma _
-randes cuanto queremos EREEERGEHEERELELS:
RESEHE B8 &8 EOEROEEEEEHOBES
e df&S &&m&&@&&&&&&m&m&&&&umw&w& Wk 1@ W R e WE 18&EE
&&&&&&&&&&&&E&&&&&&&&&&&&&@&&&&&&8é&&&&&&&@&&9&&&&&&&&&&ﬁ&&&&m&
HOBELELOLEELHELLLOROE {RLELMOEEE en_yalor absoluto. Es decir, da
'do M arbltrarlo existe alggn punto z donde Pt

« P T (m) X |
Del teorema de Liahv1lle‘gi§;e de mangAa muy sencilla el teor

fundl del algebra& e84 este precisacidn del ulti
esulﬁéﬁo(IIfT*relatnca al caso donde f es un polinomio en z
( de gradom= ([ P luego segur mente func1on anal en @odo el pla
no propio. Sez lewme.-Lec ‘ ,
e BN I e DR
(2)s B2 T+ g2 T2 |24kl (ﬂ. Fo)
Digo que dado M positivo arbitrario puede determinarse un entorna
circular del punto imprapio(p.7)=regidn exterior a un circéulo, ta

que_en todossus_ puntos~va1§a (III)

& Bn efecto escribo ( Azz__g}

Z(“Z).Z (a, r;.t,-~+ &
=2 >m™




W&W,Z{l)lwo [“ S +a§1\
YA JLk/""/""rnl, laofi/ EEERED !

ma,%lw%z ~ %, o
/a éeqf%(i ?/,«a/v&q p‘ﬁw ole Ia.ol tq,vv/bc@ -

\ Loty lor p derbir 2
| %zfa({i&« %iffz/;;;(c o ey g L)y dey.
Y<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>